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多个体系统在平面圆曲线上的一致性问题
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　　摘　要：提出了平面上多个体系统在某一确定的光滑曲线上的一致性问题。在一定条件下，设计了

一个非线性的分散反馈控制协议，使得每一个个体随着时间的推移趋向于该曲线，都沿着曲线的同一个

方向运动，并且运动速度趋于一致。通过一个变换，针对平面圆目标曲线实现了角速度的一致性。最后

给出了仿真例子，对理论结果进行了验证。
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　　１９９５年，Ｖｉｃｓｅｋ等人提出了一个模拟粒子群集现象

的离散模型［１］，通过计算机模拟显示，用一个简单的最

邻近规则就可以使得所有个体的运动达到一致。之后，

Ｊａｄｂａｂａｉｅ等人对文献［１］中的模型进行了简化，并对一

致性问题从理论上进行了证明［２］。Ｏｌｆａｔｉ－ＳａｂｅｒＲ．和

ＭｕｒｒｙＲ．Ｍ．在文献［３－４］完整地提出了一致性问题的

概念，并在有向固定拓扑、有向切换拓扑网络和有时滞

的无向拓扑网络三种情形下，解决了一阶积分器多个体

网络系统的一致性问题。文献［５］扩展了文献［４］的结

果，把有向网络的强连通条件减弱为存在有向生成树的

条件。关于存在有向生成树这一条件的类似结果见文

献［６］，本文有向边的方向与文献［５］中的描述恰好相

反，采用了存在全局可达点的描述。ＷＡＮＧＲｅｎ和 Ａｔ

ｋｉｎｓＥ．基于有向网络研究了二阶连续多个体系统的一

致性控制协议的设计［７］，得到了一种动态的一致性，给

出了闭环系统实现一致的充分条件。在文献［８］中，Ｌｉｎ

Ｐｅｎｇ给出了与文献［７］中类似的控制协议，并给出了闭

环系统实现一致的充要条件。ＸｉａｏＦｅｎｇ等在文献［９］

中考虑了高阶离散多个体系统的一致性。ＷＡＮＧＲｅｎ

等人在文献［１０］中研究了高阶连续多个体系统的一致

性问题，给出了一种高阶的一致性控制协议，得到了要

实现一致闭环系统所要满足的条件。Ｏｌｆａｔｉ－ＳａｂｅｒＲ．和

ＭｕｒｒｙＲ．Ｍ．在文献［４］中给出一阶积分器多个体系统在

固定拓扑下实现一致的充分条件。从一致性定义可知，

所谓一致性是指每一个体的状态趋于相同。在生活中，

一致性的概念往往是相对的，比如当多个个体沿着曲线

运动时，由于在曲线上的位置可能不同，所以每个个体

的速度方向可能不同，从前面的定义来看没有一致。但

如果它们沿着曲线的方向以相同的速率运动，则相对于

曲线来说，它们的运动从直观上来看又是一致的。文献

［１１］提出并解决了沿着空间曲线的速度一致性问题，本

文提出并解决了沿着平面上的光滑曲线的速度一致性

问题。

１ 问题描述

文献［１］中讨论了空间曲线的情形，本文对平面上

的情形也进行了探讨，尤其针对圆形的目标曲线实现了



角速度的一致性。

考虑有固定拓扑Ｇ＝（Ｖ，Ｅ，Ａ）的多个体网络系统，

其一节点个数为 ｎ的赋权有向图，点集为 Ｖ＝｛ν１，ν２，

…，νｎ｝，边集为ＥＶ×Ｖ，Ａ＝（ａｉｊ）是系统的非负关联

矩阵。Ｇ的一条边记为ｅｉｊ＝（νｉ，νｊ）。这里ｅｉｊ∈Ｅ当且仅

当ａｉｊ＞０。节点ｖｉ的邻集记为Ｎｉ＝｛νｉ１，νｉ２，…，νｉｋ｝，ｋ

是小于ｎ的自然数。

假设有向图的每一个结点作为一个个体，其动态方

程为

ｐｉ１ ＝ｖｉ１

ｐｉ２ ＝ｖｉ２

ｖｉ１ ＝ｕｉ１

ｖｉ２ ＝ｕｉ













２

（１）

其中ｉ＝１，２，…，ｎ。ｐｉ＝（ｐｉ１ｐｉ２）
Τ∈Ｒ２表示νｉ的位置，

ｖｉ＝（ｖｉ１ｖｉ２）
Τ∈Ｒ２表示νｉ的速度，ｕｉ＝（ｕｉ１ｕｉ２）

Τ∈Ｒ２

是控制（加速度）输入，Ｒ表实数集。设Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）是平面上的光滑曲线族，其方程为 ｈｉ（ｘ１，ｘ２）＝０，

（ｉ＝１，２，…，ｎ），其中ｈｉ：Ｒ
２→Ｒ为光滑映射。

注１ 在文献［１２－１３］中，所讨论的曲线的参数是

纯量变元，本文用笛卡儿标架下的方程来描述所讨论的

曲线。
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２，有
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由假设，珗ｎ０ｉ（ｘ）与珒ｌ
０
ｉ（ｘ）在Ｒ

２上都有定义。

所谓沿平面光滑曲线 Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的速度一

致性问题就是设计用ｐｉ，ｖｉ，ｐｉ１，ｖｉ１，…，ｐｉｋ，ｖｉｋ表示的分散

控制协议 （ｕｉ１ｕｉ２）
Τ，使每一个个体 νｉ都收敛于曲线 Ｌｉ

并沿着该曲线运动，且所有个体的速度趋于一致。用数

学表达式表示即为

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｈｉ（ｐｉ１（ｔ），ｐｉ２（ｔ））＝０

且

ｌｉｍ
ｔ→ ＋∞
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这里ｃ是由所有个体的初始状态确定的常数，ｖｉ（ｔ）·

珒ｌ０ｉ（ｐｉ（ｔ））为向量间的内积运算。

２ 控制设计

记ｙｉ（ｔ）＝ｈｉ（ｐｉ１（ｔ），ｐｉ２（ｔ）），从而有
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式中ｖｉ·珗ｎ
０
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成立，其中ｋ１ ＞０，ｋ２ ＞０，则由（３）（４）式得

ｙｉ＝ｚｉ （６）

ｚｉ＝－ｋ１ｙｉ－ｋ２ｚｉ （７）

这意味着当ｔ→∞时有
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ｙｉ（ｔ）→０，ｚｉ（ｔ）→０

即个体νｉ渐近于光滑曲线Ｌｉ并沿着该曲线运动。特别

地，如果ｙｉ（０）＝０且ｚｉ（０）＝０，则ｙｉ（ｔ）≡０及ｚｉ（ｔ）≡

０。这意味着如果个体νｉ的初始位置在曲线Ｌｉ上且初始

速度沿切线方向，则该个体将一直在曲线Ｌｉ上运动。

设计ｕｉ１，ｕｉ２使得所有个体的速度一致。记

ξｉ（ｔ）＝ｖｉ（ｔ）·珒ｌ
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如果能够设计ｕｉ１，ｕｉ２使得
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ａｉｊ ξｊ（ｔ）－ξｉ（ｔ( )） （８）

成立，则

ξ＝－Ｌξ （９）

其中ξ＝（ξ１，ξ２，…，ξｎ）
Τ，Ｌ＝（ｌｉｊ）是由图Ｇ诱导的拉

普拉斯矩阵，其定义为

ｌｉｊ＝
∑
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ａｉｊ，ｉ＝ｊ

－ａｉｊ，ｉ≠
{

ｊ

由文献［５］中的引理３３得，如果图Ｇ有生成树，则

０是Ｌ的单特征根且其余的特征根有正的实部。因此，

ξｉ（ｔ）→ｃ（ｉ＝１，２，…，ｎ），其中ｃ是由所有个体初始状

态确定的常数。

设计ｕｉ１，ｕｉ２使得（５）式与（８）式都满足。为此重写

（５）式与（８）式为下列形式
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其中
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显然，（１０）式有唯一解
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由以上讨论，得到以下定理。

定理１ 如果假设１满足且图 Ｇ有生成树，则在非

线性协议（１１）式下沿光光滑曲线 Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的

速度一致性问题得到解决。

注２ 由文献［１４－１５］，知道（９）式的决策值是 ξｉ
（ｉ＝１，２，…，ｎ）的加权平均值。因此所有个体的稳定

状态由它们的初始速度、初始位置及目标曲线确定。但

决策值与ｋ１，ｋ２的选择无关。

注３：若期望 珋ξ（ｔ）＝ｒｉξｉ（ｔ）（ｒｉ为常数，ｉ＝１，２，

…，ｎ）渐近一致，则需修正（８）为
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由其可推得 珋ξ·＝－Ｌξ。因此，在这种情况下，协议

（１１）式可以修正为
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特别地，如果Ｌｉ是半径为ｒｉ的圆，则协议（１１）使得角速

度达到一致。

３ 仿真算例

考虑图为Ｇ＝（Ｖ，Ｅ，Ａ）的多个体系统，其中

Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４｝
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例 设曲线为圆，其方程为ｈｉ（ｘ１，ｘ２）＝ｘ
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从而，得到一致性协议
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））

其解决了沿平面曲线圆Ｌｉ的一致性问题。

仿真中，初值为ｐ１１ ＝０，ｐ１２ ＝－８，ｖ１１ ＝３，ｖ１２ ＝１，

ｐ２１ ＝０，ｐ２２ ＝３，ｖ２１ ＝－３，ｖ２２ ＝－１，ｐ３１ ＝９，ｐ３２ ＝

１，ｖ３１ ＝１，ｖ３２＝－２，ｐ４１＝４，ｐ４２＝０，ｖ４１＝１，ｖ４２＝４。为

了实现角速度一致，由附注３使用协议
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））

图１表明每一个个体νｉ渐近于圆Ｌｉ并沿着圆运动。

图２表明各个体的速度分量趋于一常数。图３表明每

个个体νｉ渐近于圆Ｌｉ并沿着圆运动，图４表明各角速度

分量趋于一常数。

图１ 个体的运动轨迹

４ 结束语

本文提出并解决了二维多个体系统在确定的光滑

曲线上的速度一致性问题。目标曲线是一族光滑曲线，

在一定的条件下，可以实现全局的速度一致性。通过一

个变换，还可以针对圆形的目标曲线，实现角速度的一
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图２ 个体的速度向量的模长

图３ 个体的运动轨迹

图４ 个体的角速度向量的模长

致性。通过仿真例子验证了所设计的控制可以使各个

体在所给曲线上实现速度渐近一致。对于切换有向网

络拓扑情形下的控制设计有待进一步探讨。

目前，在一致性问题的研究领域中，实证性研究还

比较少。由于实际生活中存在的干扰、时延、传输噪声

以及模型不确定性等，通过数值仿真得到的结果可能会

有些不确定性因素。因此，关于一致性问题的实证研究

也是不容忽视的一个重要问题。
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