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用 Ｅξ２≥ （Ｅξ）２证明一类级数部分和不等式

罗 静

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：运用概率论中的一个不等式Ｅξ２≥（Ｅξ）２，可以证明或者导出一系列级数的部分和不等式。

方法的关键是要根据问题自身的特征，灵活地构造出一个适当的离散型随机变量的分布列。所用的方

法具有一定的程序性和较强的可操作性。

关键词：随机变量；级数部分和；不等式

中图分类号：Ｏ１７２ 文献标志码：Ａ

１ 引言与预备知识

离散型随机变量的方差与期望之间有一个重要的

关系，通过这个关系即可得到一个简单的概率不等式。

以此作工具，可以证明或者导出一系列级数部分和不等

式。证明或者导出的方法并不复杂，且具有一定的程序

性和较强的可操作性，其间的关键和难点是构造出一个

适当的离散型随机变量的分布列。为了本文的完整性，

先证明下述命题。

定理１ 设ξ是一个只取有限个值的离散型随机变

量，其分布列为：Ｐ（ξ＝ｘｉ）＝Ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。则有

Ｅξ２≥（Ｅξ）２（当且仅当 ｘ１ ＝ｘ２ ＝… ＝ｘｎ时取“＝”

号）。

证明 因为Ｅξ２ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉｐｉ，Ｅξ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｐｉ，所以

Ｄξ＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－Ｅξ）

２Ｐｉ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
［ｘ２ｉＰｉ－２ｘｉＰｉ（Ｅξ）＋（Ｅξ）

２Ｐｉ］＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉｐｉ－２（Ｅξ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉＰｉ）＋（Ｅξ）

２（∑
ｎ

ｉ＝１
Ｐｉ）＝

Ｅξ２ －２（Ｅξ）２ ＋（Ｅξ）２ ＝Ｅξ２ －（Ｅξ）２

因为Ｄξ≥０，所以 Ｅξ２≥（Ｅξ）２（当且仅当 ｘ１ ＝ｘ２ ＝

…＝ｘｎ时取“＝”号）。

２ 主要结果及证明

定理２ 设ａｉ＞０，ｂｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），α、

β∈Ｒ，则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｂβｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａ

α
２

ｉｂ
β
２

ｉ）
２。

证明 设离散型随机变量ξ的分布列为

Ｐ（ξ＝
ｂ

β
２

ｉ

ａ
α
２

ｉ

）＝
ａαｉ
ｓ

其中

ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

则

Ｅξ２ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
［（
ｂ

β
２

ｉ

ａ
α
２

ｉ

）２
ａαｉ
ｓ］＝

１
ｓ∑

ｎ

ｉ＝１
ｂβｉ，Ｅξ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（
ｂ

β
２

ｉ

ａ
α
２

ｉ

）（
ａαｉ
ｓ）＝

１
ｓ∑

ｎ

ｉ＝１
ａ

α
２

ｉｂ
β
２

ｉ

根据 Ｅξ２ ≥（Ｅξ）２ 得 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｂβｉ≥

１
ｓ（∑

ｎ

ｉ＝１
ａ

α
２

ｉｂ
β
２

ｉ）
２，即：



（∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｂβｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａ

α
２

ｉｂ
β
２

ｉ）
２（当且仅当ｂβｉ＝λａ

α
ｉ，λ

为常数且λ＞０时取“＝”号）。证毕。

推论１ （柯西（Ｃａｕｃｈｙ）不等式）设 ａｉ＞０，ｂｉ＞０

（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２）则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａ２ｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｂ２ｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｂｉ）

２

（当且仅当ｂｉ＝λａｉ，λ为常数，且λ＞０时取“＝”号）。

显然，在定理２中取α＝β＝２，即得此推论。

推论２ （均方根
!

算术平均不等式）［１］设ａｉ∈Ｒ
＋

（ｉ＝１，２，…，ｎ），则 １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ａ２

槡 ｉ≥
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉ。

在定理２中取ｂｉ＝１，α＝２即得此推论。

推论３ 设ａｉ，ｂｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ），α＋β＝２

且αβ＜０，则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ｂβｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉ）

α（∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉ）

β。

由Ｈｏ
．．

ｌｄｅｒ不等式知∑
ｎ

ｉ＝１
ａ

α
２

ｉｂ
β
２

ｉ≥（∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ）

α
２
（∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ）

β
２
，

代入定理２的右边，即得此推论［２］。

定理３［３］ 设ａｉ∈（０，Ａ）（ｉ＝１，２，…，ｎ），α≥１或

α≤０或α＝１２，且∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，则

∑
ｎ

ｉ＝１

ａ２αｉ
Ａ－ａｉ

≥ ｓ２α

（ｎＡ－ｓ）ｎ２α－２
（１）

证明 （ⅰ）当α＝１２时，设离散型随机变量ξ的分

布列为Ｐ（ξ＝ Ａ
Ａ－ａｉ

）＝
Ａ－ａｉ
ｎＡ－ｓ（ｉ＝１，２，…，ｎ），则

Ｅξ２ ＝ Ａ
ｎＡ－ｓ∑

ｎ

ｉ＝１

Ａ
Ａ－ａｉ

＝ Ａ
ｎＡ－ｓ∑

ｎ

ｉ＝１
（１＋

ａｉ
Ａ－ａｉ

）＝

Ａ
ｎＡ－ｓ（ｎ＋∑

ｎ

ｉ＝１

ａｉ
Ａ－ａｉ

）

Ｅξ＝ ｎＡ
ｎＡ－ｓ

由Ｅξ２≥（Ｅξ）２得：∑
ｎ

ｉ＝１

ａｉ
Ａ－ａｉ

≥ ｎｓ
ｎＡ－ｓ。此时（１）式成

立。

（ⅱ）当α≥１或 α≤０时，设离散型随机变量 ξ的

分布列为 Ｐ（ξ＝
ａαｉ
Ａ－ａｉ

）＝
Ａ－ａｉ
ｎＡ－ｓ（ｉ＝１，２，…，ｎ）则

Ｅξ２ ＝ １
ｎＡ－ｓ∑

ｎ

ｉ＝１

ａ２αｉ
Ａ－ａｉ

，Ｅξ＝ １
ｎＡ－ｓ∑

ｎ

ｉ＝１
ａαｉ由 Ｅξ２

≥（Ｅξ）２得：

∑
ｎ

ｉ＝１

ａ２αｉ
Ａ－ａｉ

≥ １
ｎＡ－ｓ（∑

ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）

２ （２）

又当α≥１或α≤０时，由Ｊｅｎｓｅｎ不等式得［４］：∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ≥

１
ｎα－１
（∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉ）

α。这里只须注意函数ｆ（ａｉ）＝ａ
α
ｉ在区间（０，＋

∞）上是下凸函数，代入 （２）式得 ∑
ｎ

ｉ＝１

ａ２αｉ
Ａ－ａｉ

≥

ｓ２α

（ｎＡ－ｓ）ｎ２α－２
，此时（１）式成立，证毕。

推论４ 设ａｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），α≥１或α≤０

或α＝１２，且∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，则∑

ｎ

ｉ＝１

ａ２αｉ
ｓ－ａｉ

≥ ｓ２α－１

（ｎ－１）ｎ２α－２
。

在（１）式中，取Ａ＝ｓ，即得此推论。

推论５［５］ 设ａｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，

则 ∑
ｎ

ｉ＝１

ａｋｉ
ｓ－ａｉ

≥ ｓｋ－１

（ｎ－１）ｎｋ－２
（其 中 ｋ为 常 数，且

ｋ∈Ｎ＋）。

在（１）式中，取Ａ＝ｓ，α＝ｋ２（ｋ∈Ｎ
＋），即得此推

论。

推论６［５］ 设０＜ａｉ＜１（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，

则 ∑
ｎ

ｉ＝１

ａｋｉ
１－ａｉ

≥ ｓｋ

（ｎ－ｓ）ｎｋ－２
（其 中 ｋ为 常 数，且

ｋ∈Ｎ＋）。

在（１）式中，取Ａ＝１，α＝ｋ２（ｋ∈Ｎ
＋），即得此推

论。

推论７［６７］ 若ａｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ。

ｐ∈Ｒ且 ｐ≥２，则

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ａｐｉ（ｓ－ａｉ）

≥ ｎｐ＋２

（ｎ－１）ｓｐ＋１

在（１）式中，取Ａ＝ｓ，α＝－ ｐ２（ｐ≥２），即得此

推论。

推论８ （Ｓｈａｐｉｒｏ不等式）设０＜ａｉ＜１（ｉ＝１，２，
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…，ｎ，ｎ≥２），且∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，则∑

ｎ

ｉ＝１

ａｉ
１－ａｉ

≥ ｎｓ
ｎ－ｓ。

在（１）式中，取Ａ＝１，α＝１２即得此推论。

定理４ 设ａｉ，Ａ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），α≥２

或α≤０，且∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，则：∑

ｎ

ｉ＝１

ａαｉ
Ａ＋ａｉ

≥ ｓα

（ｎＡ＋ｓ）ｎα－２
。

证明同定理３中的（ⅱ）。（这里只须注意设ξ分布

列为Ｐ（ξ＝
ａ

α
２

ｉ

Ａ＋ａｉ
）＝

Ａ＋ａｉ
ｎＡ＋ｓ），过程略。

推论 ９ 设 ０＜ａｉ ＜１（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），且

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝１，则

ａ２１
１＋ａ１

＋
ａ２２

１＋ａ２
＋… ＋

ａ２ｎ
１＋ａｎ

≥ １
ｎ＋１。

在定理４中，取Ａ＝ｓ＝１，α＝２即得此推论。

定理５ 设 ａｉ，Ａ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），且

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝ｓ，则：∑

ｎ

ｉ＝１

ａｉ
Ａ＋ａｉ

≤ ｎｓ
ｎＡ＋ｓ。

证明同定理３中的（ⅰ）。（这里只须注意设ξ分布

列为Ｐ（ξ＝ Ａ
Ａ＋ａｉ

）＝
Ａ＋ａｉ
ｎＡ＋ｓ），过程略。

推论１０ 设 ０＜ａｉ＜１（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），且

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＝１，则

１
ｎ＋１＜

ａ１
１＋ａ１

＋
ａ２
１＋ａ２

＋…＋
ａｎ
１＋ａｎ

≤

ｎ
ｎ＋１。

在定理５中取Ａ＝ｓ＝１得右边不等式，再由定理４

的推论（注意
ａ２ｉ
１＋ａｉ

＜
ａｉ
１＋ａｉ

）得左边不等式，故此推论

成立。

定理６ 设ａｉ、ｂｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），且

α、β∈Ｒ，则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ａαｉｂ

２β
ｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａαｉｂ

β
ｉ）
２。

证明同定理２（这里只须注意设ξ分布列为Ｐ（ξ＝

ｂβｉ
ｓ）＝

ａαｉ
ｓ，∑

ｎ

ｉ＝１
ａαｉ ＝ｓ），过程略。

推论１１ 设ａｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ≥２），且α、

β∈Ｒ，则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ａα＋２βｉ ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａα＋βｉ ）２。

在定理６中取ｂｉ＝ａｉ，即得此推论。

推论１２［８］ （吴振奎不等式）若 ａｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，

…，ｎ），ｐ、ｑ∈Ｒ，则（∑
ｎ

ｉ＝１
ａｐｉ）（∑

ｎ

ｉ＝１
ａｑｉ）≥（∑

ｎ

ｉ＝１
ａ
ｐ＋ｑ
２

ｉ）
２。

在定理６中取ｂｉ＝ａｉ，α＝ｐ，β＝
ｑ－ｐ
２ ，即得此推

论。

推论１３［９］ （算术平均－调和平均不等式的指数推

广）设ａｉ∈Ｒ
＋（ｉ＝１，２，…，ｎ），α∈Ｒ，则 １

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ａαｉ≥

ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ａαｉ

。

在定理６中取ｂｉ＝ａｉ，β＝"α，即得此推论。

定理７ 设ａ１ ＞ａ２ ＞…＞ａｎ∈Ｒ，又ｂｉ∈Ｒ（ｉ＝

１，２，…，ｎ），且α≥１或α≤０，∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｉ＝Ｔ，则

ｂ２αｉ
ａｉ－ａｉ＋１

≥

Ｔ２α

（ａ１－ａｎ＋１）ｎ
２α－２。

证明同定理３中的（ⅱ）（这里只须注意：设 ξ分布

列为Ｐ（ξ＝
ｂαｉ

ａｉ－ａｉ＋１
）＝

ａｉ－ａｉ＋１
ａ１－ａｎ＋１

），过程略。

推论１４ 设ａｉ∈Ｒ（ｉ＝１，２，…，ｎ），且ａ１ ＞ａ２ ＞

… ＞ａｎ，则
１

ａ１－ａ２
＋ １
ａ２－ａ３

＋… ＋ １
ａｎ－１－ａｎ

＋

（ｎ－１）２

ａｎ－ａ１
≥０。

证明 在定理７中令 ｂｉ＝α＝１，则 Ｔ＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉ＝ｎ

－１，所以，∑
ｎ－１

ｉ＝１

１
ａｉ－ａｉ＋１

≥ （ｎ－１）
２

ａ１－ａｎ
，移项可知推论１４

成立。

推论１５［１０］ 设 ａ１ ＞ａ２ ＞… ＞ａｎ∈Ｒ，又 ｂｉ∈Ｒ

（ｉ＝１，２，…，ｎ），则

∑
ｎ－１

ｉ＝１

ｂ２ｉ
ａｉ－ａｉ＋１

＋
（ｂ１＋ｂ２＋… ＋ｂｎ－１）

２

ａｎ－ａ１
≥０

在定理７中取α＝１，即得此推论。

３ 结束语

本文命题证明的关键是要根据题目自身的特征，灵

活地构造出一个适当的分布列。对于所得结论中的各

量取不同的值可得一大批级数部分和不等式。
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