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一类二阶矩阵微分方程的特解

吴幼明１，吴文峰２

（１．佛山科学技术学院理学院，广东 佛山 ５２８０００；２．五邑大学数学与计算科学学院，广东 江门 ５２９０２０）

　　摘　要：基于微分方程组理论和矩阵理论，采用按列比较方法和待定矩阵方法，给出了非齐次项为

二次多项式与指数函数乘积的一类三维二阶常系数线性微分方程组的特解公式。对特殊情况进行了讨

论，并通过算例验证了微分方程组特解公式的正确性。为高阶微分方程组的解法研究提供了一条有效

的途径。
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中图分类号：Ｏ２４１８ 文献标志码：Ａ

　　求常系数线性微分方程组的特解［１６］是微分方程理

论的重要内容之一，而对于高阶微分方程组的特解研

究，目前研究结果还很少。根据线性非齐次微分方程组

解的结构定理，线性非齐次微分方程组的通解等于对应

的齐次方程组的通解加上非齐次微分方程组的一个特

解。对于常系数线性微分方程组来说，当非齐次项为某

些特殊形式时，可用待定矩阵法［４６］求出非齐次微分方

程组的一个特解。文献［７］给出了一类二阶常系数微分

方程组的通解公式，但其非齐次项仅为二次多项式的形

式；文献［４６］分别给出了文献［７］的微分方程组在非齐

次项为二次多项式与指数函数相乘等三种形式的特解

公式。文献［８］在文献［７］的基础上得到了一类含一阶

导数项的三维二阶常系数微分方程组的通解公式，但其

非齐次项亦仅为二次多项式的情形。本文在文献［４８］

的基础上，采用待定矩阵法和按列比较法，给出了文献

［８］的微分方程组在非齐次项为二次多项式与指数函数

相乘形式的特解公式，是文献［８］的推广，因此更具有一

般性。

１ 符 号

矩阵微分方程

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ











３３

ｆ″１
ｆ″２
ｆ″










３

－

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ











３３

ｆ′１
ｆ′２
ｆ′










３

－

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ











３３

ｆ１
ｆ２
ｆ










３

＝

ｔ１（ｘ）

ｔ２（ｘ）

ｔ３（ｘ









）

（１）

其中，ｆｉ＝ｆｉ（ｘ），ｉ＝１，２，３是关于ｘ的函数，ｔｉ（ｘ），ｉ＝

１，２，３是关于ｘ的二次多项式与指数函数的乘积，ａｉｊ，ｂｉｊ
（ｉ，ｊ＝１，２，３）是常数。
记

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ











３３

并假设Ａ可逆，

Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ











３３

Ｃ＝Ａ－１Ｂ＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３
ｃ３１ ｃ３２ ｃ











３３



因此，式（１）整理后为
ｆ″１
ｆ″２
ｆ″










３

－Ｃ

ｆ′１
ｆ′２
ｆ′










３

－

ｆ１
ｆ２
ｆ










３

＝Ａ－１
ｔ１（ｘ）

ｔ２（ｘ）

ｔ３（ｘ









）

（２）

２ 方程的通解

２１ 齐次方程的通解

方程（２）对应的齐次方程为：
ｆ″１
ｆ″２
ｆ″










３

－Ｃ

ｆ′１
ｆ′２
ｆ′










３

－

ｆ１
ｆ２
ｆ










３

＝








０
０
０

（３）

则方程（３）的通解［８］为：

ｆ＝［ｆ１ｆ２ｆ３］
Ｔ ＝

Ｖ［ｅｘｐ（Λｘ）Ｃ′１＋ｅｘｐ（－Λ
－１ｘ）Ｃ′２］

其中，Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ３，λ５），而

λ１ ＝
１
２（－

珔λ１＋ 珔λ１＋槡 ４）

λ３ ＝
１
２（－

珔λ２＋ 珔λ２＋槡 ４）

λ５ ＝
１
２（－

珔λ３＋ 珔λ３＋槡 ４）

而珔λ１，珔λ２，珔λ３是矩阵Ｃ的三个特征根；Ｖ是矩阵Ｃ的列特
征向量的矩阵；Ｃ′１，Ｃ′２是常数向量。
２２ 非齐次方程的特解

对方程（２）设

ｔ（ｘ）＝

ｔ１（ｘ）

ｔ２（ｘ）

ｔ３（ｘ









）

＝

（ｌ１ｘ
２＋ｍ１ｘ＋ｎ１）ｅ

ｒ１ｘ

（ｌ２ｘ
２＋ｍ２ｘ＋ｎ２）ｅ

ｒ２ｘ

（ｌ３ｘ
２＋ｍ３ｘ＋ｎ３）ｅ

ｒ３









ｘ

（４）

其中ｌｉ，ｍｉ，ｎｉ，ｒｉ（ｉ＝１，２，３）是常数。根据待定矩阵
法，可设方程（２）的１个特解为：

ｆｔ＝（Ｇｘ
２＋Ｈｘ＋Ｊ）

ｅｒ１ｘ

ｅｒ２ｘ

ｅｒ３







ｘ

（５）

其中，

Ｇ＝

ｇ１１ ｇ１２ ｇ１３
ｇ２１ ｇ２２ ｇ２３
ｇ３１ ｇ３２ ｇ











３３

Ｈ＝

ｈ１１ ｈ１２ ｈ１３
ｈ２１ ｈ２２ ｈ２３
ｈ３１ ｈ３２ ｈ











３３

Ｊ＝

ｊ１１ ｊ１２ ｊ１３
ｊ２１ ｊ２２ ｊ２３
ｊ３１ ｊ３２ ｊ











３３

而ｇｉｋ，ｈｉｋ，ｊｉｋ（ｉ，ｋ＝１，２，３）是常数。
将式（５）代入方程（２），整理并比较ｘ的同次幂系数

和指数函数的系数，得

Ｇ

ｒ２１ ０ ０

０ ｒ２２ ０

０ ０ ｒ









２
３

－ＣＧ

ｒ１ ０ ０

０ ｒ２ ０

０ ０ ｒ










３

－Ｇ＝

Ａ－１
ｌ１ ０ ０

０ ｌ２ ０

０ ０ ｌ










３

（６）

４Ｇ

ｒ１ ０ ０

０ ｒ２ ０

０ ０ ｒ










３

＋Ｈ

ｒ２１ ０ ０

０ ｒ２２ ０

０ ０ ｒ









２
３

－２ＣＧ－

ＣＨ

ｒ１ ０ ０

０ ｒ２ ０

０ ０ ｒ










３

－Ｈ＝Ａ－１
ｍ１ ０ ０

０ ｍ２ ０

０ ０ ｍ










３

（７）

２Ｇ＋２Ｈ

ｒ１ ０ ０

０ ｒ２ ０

０ ０ ｒ










３

＋Ｊ

ｒ２１ ０ ０

０ ｒ２２ ０

０ ０ ｒ









２
３

－

ＣＨ－ＣＪ

ｒ１ ０ ０

０ ｒ２ ０

０ ０ ｒ










３

－Ｊ＝Ａ－１
ｎ１ ０ ０

０ ｎ２ ０

０ ０ ｎ










３

（８）

由式（６）分别取第１、２和３列比较得：
ｇ１ｉ
ｇ２ｉ
ｇ３










ｉ

＝Ｓｉ

ｌｉ






０
０

（ｉ＝１，２，３） （９）

有

Ｇ＝［（Ｓ１）１（Ｓ２）２（Ｓ３）３］

ｌ１ ０ ０

０ ｌ２ ０

０ ０ ｌ










３

（１０）

由式（７）分别取第１、２和３列比较得：
ｈ１ｉ
ｈ２ｉ
ｈ３










ｉ

＝Ｓｉ

ｍｉ







０
０

－２Ｒｉ（２ｒｉＥ３－Ｃ）
ｇ１ｉ
ｇ２ｉ
ｇ３










ｉ

（ｉ＝１，２，３）

（１１）
将式（９）代入式（１１）有

Ｈ＝［（Ｓ１）１（Ｓ２）２（Ｓ３）３］

ｍ１ ０ ０

０ ｍ２ ０

０ ０ ｍ










３

－

２［（Φ１）１（Φ２）２（Φ３）３］

ｌ１ ０ ０

０ ｌ２ ０

０ ０ ｌ










３

（１２）
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由式（８）分别取第１、２和３列比较得：
ｊ１ｉ
ｊ２ｉ
ｊ３










ｉ

＝Ｓｉ

ｎｉ






０
０

－２Ｒｉ

ｇ１ｉ
ｇ２ｉ
ｇ３










ｉ

－

Ｒｉ（２ｒｉＥ３－Ｃ）
ｈ１ｉ
ｈ２ｉ
ｈ３










ｉ

（ｉ＝１，２，３） （１３）

将式（９）和式（１１）代入式（１３）得到

Ｊ＝［（Ｓ１）１（Ｓ２）２（Ｓ３）３］

ｎ１ ０ ０

０ ｎ２ ０

０ ０ ｎ










３

－

［（Φ１）１（Φ２）２（Φ３）３］

ｍ１ ０ ０

０ ｍ２ ０

０ ０ ｍ










３

＋

２［（Ｕ１）１－（Ｒ１Ｓ１）１（Ｕ２）２－（Ｒ２Ｓ２）２（Ｕ３）３－

（Ｒ３Ｓ３）３］×

ｌ１ ０ ０

０ ｌ２ ０

０ ０ ｌ










３

（１４）

其中

Ｒｉ＝［（ｒ
２
ｉ－１）Ｅ３－ｒｉＣ］

－１；Ｓｉ＝ＲｉＡ
－１；

Φｉ＝Ｒｉ（２ｒｉＥ３－Ｃ）Ｓｉ；
Ｕｉ＝Ｒｉ（２ｒｉＥ３－Ｃ）Φｉ（ｉ＝１，２，３），Ｅ３为三阶单位

矩阵。（Ｓｉ）ｉ，（Φｉ）ｉ，（ＲｉＳｉ）ｉ，（Ｕｉ）ｉ分别为Ｓｉ，ΦｉＲｉＳｉ，
Ｕｉ的第ｉ列（ｉ＝１，２，３）。

将所求得的Ｇ、Ｈ、Ｊ的值代入式（５），得方程（２）的
１个特解为：

ｆｔ＝［（Ｓ１）１（Ｓ２）２（Ｓ３）３］

（ｌ１ｘ
２＋ｍ１ｘ＋ｎ１）ｅ

ｒ１ｘ

（ｌ２ｘ
２＋ｍ２ｘ＋ｎ２）ｅ

ｒ２ｘ

（ｌ３ｘ
２＋ｍ３ｘ＋ｎ３）ｅ

ｒ３









ｘ
－

［（Φ１）１（Φ２）２（Φ３）３］

（２ｌ１ｘ＋ｍ１）ｅ
ｒ１ｘ

（２ｌ２ｘ＋ｍ２）ｅ
ｒ２ｘ

（２ｌ３ｘ＋ｍ３）ｅ
ｒ３









ｘ
＋

［（Ｕ１）１－（Ｒ１Ｓ１）１（Ｕ２）２－（Ｒ２Ｓ２）２（Ｕ３）３－

（Ｒ３Ｓ３）３］×

２ｌ１ｅ
ｒ１ｘ

２ｌ２ｅ
ｒ２ｘ

２ｌ３ｅ
ｒ３









ｘ

（１５）

从而方程（２）的通解为：
ｆ＝Ｖ［ｅｘｐ（Λｘ）Ｃ′１＋ｅｘｐ（－Λ

－１ｘ）Ｃ′２］＋ｆｔ （１６）
２３ 特殊情况讨论

对于所求得的特解公式（１５）式，当ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｒ３ ＝０
时，此时方程组的特解为：

ｆｔ＝－Ａ
－１ｔ（ｘ）＋Ａ－１ＢＡ－１ｔ′（ｘ）－

（Ａ－１ＢＡ－１ＢＡ－１＋Ａ－１）ｔ″（ｘ） （１７）
此结果与文献［８］的结论完全一致，证明本文的特

解公式是文献［８］的拓展。

３ 算 例

用本文方法解下列方程组的一个特解

ｘ″－ｘ′＋ｙ′＋ｚ′－ｘ＝－ｅ２ｔ

ｙ″＋ｘ′－ｙ′＋ｚ′－ｙ＝ｔｅｔ

ｚ″＋ｘ′＋ｙ′－ｚ′－ｚ＝ｔ２ｅ
{

－ｔ

（１８）

解 将方程组（１８）写成矩阵形式为：
１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

ｘ″
ｙ″







ｚ″

－
１ －１ －１
－１ １ －１
－１ －







１ １

ｘ′
ｙ′







ｚ′

－

１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

ｘ
ｙ







ｚ

＝
－ｅ２ｔ

ｔｅｔ

ｔ２ｅ









－ｔ

其中：

Ａ＝
１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

＝Ａ－１

Ｂ＝
１ －１ －１
－１ １ －１
－１ －







１ １

Ｃ＝Ｂ
ｌ１ ＝ｍ１ ＝ｌ２ ＝ｎ２ ＝ｍ３ ＝ｎ３ ＝０
ｍ２ ＝ｒ２ ＝ｌ３ ＝１，ｎ１ ＝ｒ３ ＝－１，ｒ１ ＝２

则

Ｒ１ ＝
１
５

－３ ２ ２
２ －３ ２
２ ２ －







３

Ｒ２ ＝
１
２

０ １ １
１ ０ １







１ １ ０

Ｒ３ ＝－Ｒ２，Ｓｉ＝Ｒｉ（ｉ＝１，２，３）

Φ１ ＝
１
５

７ －３ －３
－３ ７ －３
－３ －







３ ７

Φ２ ＝
１ １ １
１ １ １







１ １ １

Φ３ ＝－Ｅ３

Ｕ１ ＝
１
５

－１３ ７ ７
７ －１３ ７
７ ７ －







１３
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Ｕ２ ＝３Φ２
Ｕ３ ＝Ｂ

Ｒ１Ｓ１ ＝
１
２５

１７ －８ －８
－８ １７ －８
－８ －







８ １７

Ｒ２Ｓ２ ＝Ｒ３Ｓ３ ＝
１
４

２ １ １
１ ２ １







１ １ ２

则方程组（１８）的一个特解为：

ｆｔ＝
１
１０

－６ ５ －５
４ ０ －５







４ ５ ０

－ｅ２ｔ

ｔｅｔ

ｔ２ｅ







－ｔ

－

１
５

７ ５ ０
－３ ５ ０
－３ ５ －







５

０

ｅｔ

２ｔｅ







－ｔ
＋

１
１００

－３２８ ２７５ －１２５
１７２ ２５０ －１２５







１７２ ２７５ ５０

０
０

２ｅ







－ｔ

即

ｘ（ｔ）＝３５ｅ
２ｔ＋ １

２ｔ－( )１ｅｔ－１２（ｔ２＋５）ｅ－ｔ

ｙ（ｔ）＝－２５ｅ
２ｔ－ｅｔ－１２（ｔ

２＋５）ｅ－ｔ

ｚ（ｔ）＝－２５ｅ
２ｔ＋ １

２ｔ－( )１ｅｔ＋（２ｔ＋１）ｅ











 －ｔ

（１９）

经检验，式（１９）确是方程组（１８）的一个特解。

４ 结 论

（１）本文采用待定矩阵法和按列比较法，在文献［４
－８］的基础上，得到文献［８］中微分方程组在非齐次项

为二次多项式与指数函数相乘的形式的特解公式，并通

过算例验证了其特解公式的正确性。本文结果也可通

过编写计算机程序进行计算。

（２）由特殊情况的讨论知道，本文结果是文献［８］
的推广。但还有很多工作有待进一步研究，如文献［８］
方程的非齐次项取三角函数相乘其他形式时的特解还

未见报导。
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