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关于丢番图方程 x4 + dy4 = z2

管训贵

( 泰州师范高等专科学校数理信息学院，江苏 泰州 225300)

摘 要:利用分解法和无穷递降法研究了一类丢番图方程的解，结果证明了丢番图方程 x4 + dy4

= z2，gcd( x，y) = 1，这里 d为整数且 d≠ 0，在 d = 3n
及 n≡ 3( mod4) 时，无正整数解。
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1 主要结论

1995 年，H． Darmon 和 A． Granville［1］ 提出了广义
Fermat猜想:方程

xp + yq = zr，1p + 1
q + 1

r ＜ 1 gcd( x，y) = 1 ( 1)

仅有 10 组正整数解
1 + 23 = 32

25 + 72 = 34

73 + 132 = 29

27 + 173 = 712

35 + 114 = 1222

177 + 762713 = 210639282

14143 + 22134592 = 657

92623 + 153122832 = 1137

438 + 962223 = 300429072

338 + 15490342 = 156133

1997 年，Andrew Beal［2］进一步猜想:如果 p，q，r均
大于 2，则方程( 1) 没有正整数解。

1999年，曹珍富［3］证明了方程 x4 ± y4 = z3，gcd( x，y)
= 1 没有正整数解。而 1993 年，汤健儿［4］已经证明了
x3 + y3 = z4，gcd( x，y) = 1没有正整数解，故在 p，q，r最
大取到 4 时，Beal猜想成立。从目前已有的工作来看，
离彻底解决上述猜想还相差甚远。不过在探讨该问题
的过程中需要用到丢番图方程

x4 + dy4 = z2，gcd( x，y) = 1 ( 2)
这里 d为非零整数。因此方程 ( 2 ) 也是一类基本而又
重要的高次丢番图方程。

1967 年，Mordell［5］利用分解因子法和无穷递降法
证明了:若 p为奇素数，则当

d = p，p≡7，11( mod16) 或 d = 2p，p≡± 3( mod8)
或 d = 4p，p≡± 3，－ 5( mod16) 或 d = － p，p≡± 3，－
5( mod16) 时，( 2) 没有正整数解。
本文研究了 d = 3n，n≡ 3( mod4) 的情形，证明了

以下结果:

定理 1 设 n为正整数，d = 3n，n≡ 3( mod4) ，则
方程( 2) 没有正整数解。

2 关键性引理

设 p 为 奇 素 数，m，x，y，z 为 正 整 数， pm ≡
11( mod16) 。
引理 1 若 2 ∣ x，2 y，gcd( x，y) = 1，且满足
x2 － y2 = pmz4 ( 3)

则 y≡± 5( mod8) 。
证明 由 2 ∣ x，2y，及 gcd( x，y) = 1知 gcd( x +

y，x － y) = 1。于是( 3) 式成为
x ± y = pmz41，x y = z42，z = z1 z2 ( 4)

这里 z1，z2 是满足 gcd( z1，z2 ) = 1 的正奇数。
由( 4) 的前两式得
± 2y = pmz41 － z42 ( 5)

对( 5) 式模 16 得
± 2y≡ 11 － 1 ≡ 10( mod16)

即 y≡± 5( mod8) 。引理 1 证毕。
引理 2 若 2 x，2 y，gcd( x，y) = 1，且满足
x2 － y4 = pmz4 ( 6)

则一定存在满足 gcd( z1，z2 ) = 1，2z1 z2 = z的正整数 z1，



z2，使得
y2 = z42 － 4pmz41 ( 7)
证明 由 2 x，2 y，及 gcd( x，y) = 1 知 gcd( x +

y2，x － y2 ) = 2。于是( 6) 式成为
x ± y2 = 2pmz41 ，x y2 = 8z42，z = 2z1 z2 ( 8)

或

x ± y2 = 8pmz41，x y2 = 2z42 ，z = 2z1 z2 ( 9)
这里 z1，z2 是满足 gcd( z1，z2 ) = 1 的正整数。
若( 8) 式成立，则由( 8) 的前两式得
± y2 = pmz41 － 4z42 ( 10)

对( 10) 式模 4 知，仅可能有
－ y2 = pmz41 － 4z42

于是

( 2z22 + y) ( 2z22 － y) = pmz41 ( 11)
易知 gcd( 2z22 + y，2z22 － y) = 1，故( 11) 式给出

2z22 ± y = pms4，2z22  y = t4，z1 = st ( 12)
这里 s，t是满足 gcd( s，t) = 1 的正整数。
由( 12) 的前两式得
( 2z2 )

2 － ( t2 ) 2 = pms4，gcd( s，t) = 1
根据引理 1，t2 ≡± 5( mod8) 。但这是不可能的。
若( 9) 式成立，则由( 9) 的前两式得
± y2 = 4pmz41 － z42 ( 13)

对( 13) 式模 4 知，仅可能有
－ y2 = 4pmz41 － z42

即( 7) 式成立。引理 2 证毕。

3 定理的证明

用 Fermat的无穷递降法。
假设 ( x，y，z) 是 ( 2 ) 的一组正整数解，且满足

gcd( x，y) = 1，z是( 2)的所有这样的正整数解中最小的一
个。显然 2∣ x，否则2∣ y，对( 2)模4可得 z2≡3( mod4) ，
矛盾。于是 y，z 一奇一偶。又 n ≡ 3( mod4) ，故 3n ≡
11( mod16) 。将方程( 2) 改写成

z2 － x4 = 3ny4，gcd( z，x) = 1 ( 14)
情形Ⅰ 若 2 z，2∣ y，则 2∣ x。由引理 1 知，x2≡±

5( mod8) ，但 x2 ≡ 1 ( mod8) ，故不可能。
情形Ⅱ 若 2 ∣ z，2 y，则 2 ∣ x。由引理 2 知

x2 = y42 － 4 × 3ny41 ( 15)
这里 y1，y2是满足 gcd( y1，y2 ) = 1，2y1y2 = y的正整数。
由( 15) 式整理得
y22 + x
2 ·

y22 － x
2 = 3ny41 ( 16)

易知，gcd(
y22 + x
2 ，

y22 － x
2 ) = 1，故( 16) 式给出

y22 ± x
2 = 3n s4，

y22  x
2 = t4，y1 = st ( 17)

这里 s，t是满足 gcd( s，t) = 1 的正整数。
由( 17) 的前两式得
t4 + 3n s4 = y22 ( 18)

( 18) 式给出方程( 2) 的一组满足 gcd( x，y) = 1 的正整
数解 ( x，y，z) = ( t，s，y2 ) 。由于 y2 ＜ y ＜ z，故与 z的最
小性矛盾。定理证毕。
值得一提的是: 当 d = 3n，n ≡ 0( mod4) 时，方程

( 2) 早为 Fermat［6］用无穷递降法解决。由于 x4 + 3y4 =
z2，gcd( x，y) = 1有正整数解 ( x，y，z) = ( 1，1，2) ; x4 +
9y4 = z2，gcd( x，y) = 1 有正整数解 ( x，y，z) = ( 2，1，
5) ，故 d = 3n，n≡ 1，2( mod4) 的情形要比其它情形复
杂得多，将另文讨论。
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On the Diophantine Equation x4 + dy4 = z2

GUAN Xun-gui
( School of Mathematics，Physics ＆ Information Science，Taizhou Techers College，Taizhou 225300，China)

Abstract: Using decomposition method and method of infinite descent，the author considers a class of Diophantine e-
quations． In this paper，we prove the Diophantine equation x4 + dy4 = z2 ，with gcd( x，y) = 1 ，and provethat if d = 3n and
n≡ 3( mod4) ，then it has no positive integer solution．
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