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判别拓扑空间中的基与子基的方法

秦飞龙１，周仲礼２

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：文章给出了拓扑空间中的基与子基的定义，列出了基与子基的定义判别方法的相关实例。
研究了拓扑空间中的基与子基的判定方法，并对基与子基的判定方法给出了证明。并运用判定方法对

所给的实例进行了充分的解释或证明。
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　　通过对拓扑学基础知识的学习，不难看出拓扑不变
性是拓扑空间的重要内容，而基与子基又是拓扑不变性

的非常重要一类。拓扑空间的所有元素的并为全空间，

而它的任意元素的交集产生基元，基元的并产生拓扑，

因此拓扑空间的基与子基在拓扑空间中起着举足轻重

的作用。而拓扑学研究空间在拓扑变换（或同胚性）下

的不变性；数学分析的连续性，欧氏几何研究刚体运动

下的不变性；仿射几何研究的仿射不变性都是几何学研

究空间（或图形）在某种变换下的不变性，他们密切相

关。因此要研究拓扑不变性，就得研究拓扑空间的基与

子基。

１ 基的判别方法

１１ 根据定义判别

设（Ｘ，τ）是一个拓扑空间，β是 τ的一个子集族。
如果τ的任意元素（即拓扑空间的每一个开集）是β中某
些元素的并，即对每一个Ｕ∈τ，β０τ，使得Ｕ＝∪Ｂ∈β０，

则称β是拓扑τ的一个基，或称β是拓扑空间Ｘ的一个
基。

例１ 一个度量空间［１］中的所有球形领域构成的集

族是这个空间的一个基。

证明 设β１，β２，．．．βｎ为度量空间 Ｘ的所有球形领
域，令Ｕ＝β１∪β２∪．．．∪βｎ。显然Ｕ为开集，又因为

β１，β２，．．．βｎＸ，所以Ｕ＝β１∪β２∪．．．∪βｎＸ，所
以β１，β２，．．．βｎ是这个度量空间的一个基。

１２ 根据基与子集的相关性质及定理进行判断

定理１ 设β是拓扑空间（Ｘ，τ）的一个开集族（即

βτ），则 β是拓扑空间 Ｘ的一个基的充分必要条件
是：ｘ∈Ｘ和ｘ的每一个领域 Ｕｘ，存在 Ｖｘ∈ β，使得

ｘ∈Ｖｘ∈Ｕｘ。
证明 充分性：假设定理的条件成立，如果 Ｕ是 Ｘ

的一个开集，对于ｘ∈Ｕ，因为Ｕ是Ｘ的一个领域，所
以存在Ｖｘ∈β使得ｘ∈Ｖｘ∈Ｕ，于是Ｕ＝∪ｘ∈Ｕ｛ｘ｝∪ｘ∈Ｕ
ＶｘＵ，所以，Ｕ＝∪ｘ∈ＵＶｘ，因此Ｕ是β中某些元素的
并，从而β是Ｘ的一个基。

必要性：设β是Ｘ的一个基，则对于每一个ｘ∈Ｘ，ｘ
的每一个领域Ｕｘ，存在 ｘ的一个开领域ＭＸ，使得ＭＸ
ＵＸ。由于 ＭＸ是一个开集，有定义知，存在 β１ β使得

ＭＸ ＝∪Ａ∈β１Ａ，于是由ｘ∈∪Ａ∈β１Ａ可知 ＶＸ β１（ β），

使得ｘ∈Ｖｘ∪＝ＭＸＵＸ，即β满足定理中的条件。

例２ 设Ｘ是一个集合，则Ｘ的子集族β，β
≈
是Ｘ的

同一拓扑的两个基的充分必要条件是β和β
≈
满足条件：

（１）若ｘ∈Ｂ∈β，则存在Ｂ
≈
∈β

≈
使得ｘ∈Ｂ

≈
Ｂ。

（２）若ｘ∈Ｂ
≈
β

≈
，则存在Ｂ∈β使得ｘ∈ＢＢ

≈
。

证明 从分性：设β，β
≈
分别是Ｘ的拓扑τ，τ

≈
的基，由条件

（１）知存在ＢＸ
≈
∈β
≈
，使ｘ∈ＢＸ

≈
Ｂ，从而Ｂ＝∪Ｘ∈Ｂ｛ｘ｝∪ｘ∈Ｂ

Ｂｘ
≈
Ｂ，即Ｂ＝∪ｘ∈ＢＢｘ

≈
，任意Ａ∈τ，存在β１β，使

得：



Ａ＝∪Ｂ∈β１Ｂ＝∪Ｂ∈β１（∪ｘ∈ＢＢｘ
≈
）＝∪ｘ∈Ｂ，Ｂ∈β１Ｂｘ

≈
∈ τ≈

所以τ∈τ≈。
由条件（２）类似可证ττ≈，τ＝τ≈。

必要性：设β，β
≈
是 Ｘ的同一拓扑的两个基，任意 ｘ

∈Ｂ∈β，即Ｂ∈μｘ，又因为β
≈
是τ的基，由定理１可以

得出结论：Ｂ
≈
∈β

≈
，使ｘ∈Ｂ

≈
Ｂ，由条件（１）成立。同

理可得条件（２）成立。

故β，β
≈
为同一拓扑的两个基。

例３ 证明欧式平面Ｒ２的所有开矩形（即（ａ，ｂ）×

（ｃ，ｄ），其中（ａ，ｂ）。（ｃ，ｄ）为开区间）构成Ｒ２的基。
证明 设

β＝｛（ａ，ｂ）×（ｃ，ｄ）：ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ，ａ＜ｂ，ｃ＜ｄ｝
则β是Ｒ２的一个开集族，ｐ＝（ｘ，ｙ）∈Ｒ２，Ｕ∈μｐ，
存在ε＞０，使得Ｂ（ｐ，ε）Ｕ，取ａ＝ｘ－ε／２，ｂ＝ｘ＋

ε／２，ｃ＝ｙ－ε／２，ｄ＝ｙ＋ε／２，则 （ａ，ｂ）×（ｃ，ｄ）
Ｂ（ｐ，ε）Ｕ，且（ａ，ｂ）×（ｃ，ｄ）∈β，由定理１知β是
Ｒ２的基。

定理２ 设β是非空集合上一族（即由 Ｘ的一些子
基为元素构成的集合）。若满足：

（１）Ｘ＝∪Ｂ∈βＢ。

（２）对Ｂ１，Ｂ２∈β，ｘ∈Ｂ１∩Ｂ２，存在Ｗｘ∈β使得

ｘ∈ＷＢ１∩Ｂ２。
则β必是 Ｘ上唯一的拓扑 τ的基，这个拓扑就是

τ＝｛ＡβＡβ，Ａ＝∪Ｂ∈βＡＢ｝，反之，若β是某个拓扑

的基，则β必满足条件（１）、（２）。
证明 当β满足条件（１）、（２）时，可根据拓扑的定

义证明τ是一个拓扑。若τ′也是一个以β为基的拓扑，
则对每个 Ａ∈ τ′，Ａ必是 β中某些元素之并，从而
Ａ∈τ，于是τ′τ，又由于βτ′，故若Ａ∈τ。Ａ必是

β中某些元素（从而也是τ′某些成员）之并，故 Ａ∈ τ′，
又得ττ′。这样τ＝τ′，因而τ是Ｘ中惟一的一个以β
为基的拓扑。

反之，若已知 Ｘ上的拓扑 τ′，而 β是 ｔ 的基，则

Ｘ∈ｔ，从而Ｘ是β中某些元素之并；但 β的所有成员

都在Ｘ中，即得 Ｘ＝∪ｘ∈βＢ。再若 Ｂ１，Ｂ２∈ β，ｘ∈ Ｂ１
∩Ｂ２，则Ｂ１∩Ｂ２∈τ从而Ｂ１∩Ｂ２是β中元素之并。

这样必有一个Ｗｘ∈β使ｘ∈ＷｘＢ１∩Ｂ２，即β必满足
条件（１）、（２）。证毕。

例４ 证明实数集合Ｒ有一个拓扑有一个拓扑τ以
集族Ａ′＝Ａ｛（ａ，∞ ａ∈Ｒ）｝为它的一个基。

证明 β＝｛（ａ，∞）：ａ∈Ｒ｝，显然Ｒ＝∪Ｂ∈βＢ，设

Ｂ１ ＝（ａ，∞），Ｂ２ ＝（ｂ，∞）∈ β则，Ｂ１ ∩ Ｂ２ ＝

（ａ，∞），ａ≥ｂ
（ｂ，∞），{ ａ＜ｂ

，所以Ｂ１∩Ｂ２∈β，由定理２知，Ｒ是以

β为基的拓扑。
定理３ 设 （Ｘ，Ｔ，β）为拓扑空间，则算子［２］ｉβ（算

子Ｃβ）是内部运算（闭包运算）
［３］当且仅当 β为 Ｔ的

基。

证明 由对偶性［４］，我们只要对算子 ｉβ进行证明。
设ｉβ为内部运算。先证明对于任意Ｇ∈Ｔ，有ｉβ（Ｇ）＝

Ｇ，由粗超集理论［５］的性质ｉβ（Ｇ）Ｇ，设 ｘ∈ Ｇ，有存
在有限元素β１，β２，．．．βｎ∈β使得ｘ∈β１，β２，．．．βｎ∈β
Ｇ。又因为ｉβ为内部运算，由粗糙集理论下近似集与
上近似集中的基本性质知：

ｉβ（Ｂ１）∩ｉβ（Ｂ２）∩．．．∩ｉβ（Ｂｎ）＝
Ｂ１∩Ｂ２∩．．．∩Ｂｎ；

又ｉβ（Ｂ１∩Ｂ２∩．．．∩Ｂｎ）ｉβ（Ｇ），所以ｘ∈ｉβ（Ｇ），
即Ｇｉβ（Ｇ），故ｉβ（Ｇ）＝Ｇ。现在，对于任意Ｇ∈Ｔ，由
粗超集理论知ｉβ（Ｇ）＝∪｛Ｂ∈βＢＧ｝，所以β是Ｔ

的基，反之，设β是Ｔ的基，由ＡＸ，有ｉＢ（Ａ）＝ｉ（Ａ），
因为ｉ为Ｘ的内部运算，所以ｉβ也为Ｘ的内部运算。

２ 子基的判别方法

２１ 根据子基定义进行判别

设（Ｘ，ρ）是一个拓扑空间，φ是ρ的一个族。如果
ρ是所有非空有限子族之交构成的集族，即

β＝｛Ｓ１∩Ｓ２∩．．．∩Ｓｎ Ｓｉ∈φ，ｉ＝１，２，．．．ｎ；ｎ∈ｚ＋｝

是拓扑的ρ的一个基，则集族φ是拓扑ρ的一个子基，或
称集族φ是拓扑空间Ｘ的一个子基。

例 ５ 实数空间 Ｒ的一个子集族 φ ＝｛（ａ，

∞）ａ∈Ｒ｝∪｛（－∞，ｂ）ｂ∈Ｒ｝是实数空间Ｒ的一

个子基。

这是因为φ是实数空间Ｒ的一个开集族，并且φ的
每一个有限非空子族之交的全体构成集族恰好是开区

间构成的族并上｛φ｝，显然它是实数空间 Ｒ的一个子
基。

２２ 根据子基的性质及定理进行判别

定理４ 设 Ｘ是一个集合，φ是 Ｘ的一个子集族
（即φｐ（ｘ））。如果Ｘ＝∪Ｓ∈φＳ，则Ｘ是唯一一个拓
扑ｐ以φ的子基，并且若令

β＝｛Ｓ１∩Ｓ２∩．．．∩Ｓｎ Ｓｉ∈φ，ｉ＝１，２，．．．ｎ；ｎ∈ｚ＋｝

则ｐ＝｛∪
Ｂ∈β１
Ｂβ１β｝。

证明 令β和τ满足定理４，显然，（１）Ｘ＝∪Ｂ∈βＢ。
（２）如果Ｂ１，Ｂ２∈β，Ｂ∈β，使得ＢＢ１∩Ｂ２，即
对任何ｘ∈ＢＢ１∩Ｂ２，由基的判别法定理知β是τ的
一个基。
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如果τ≈是Ｘ的一个拓扑，它以 φ为一个子基，根据
子基的定义，可以 β为基，根据基的惟一性，我们有

τ≈ ＝τ。
例６ 设Ａ为一集合，对于每一 α∈ Ａ，（Ｘ，τａ）为

拓扑空间，记τ为Ｘ的以∪α∈Ａτα
≈
为子基的拓扑。证

明：若 τ为 Ｘ的拓扑，并且对于 α∈ Ａ，τα τ，则

ττ。
证明 因为μａ∈Ａτα为τ的子基，所以

β＝｛Ｓ１∩Ｓ２∩．．．∩Ｓｎ：Ｓｉ∈μａ∈Ａτα，ｉ＝１，２，．．．ｎ；
ｎ∈Ｎ｝为τ的基，任意Ｂ∈β，则存在Ｓｉ∈μａ∈Ａτα，ｉ＝

１，２，．．．ｎ，使得Ｂ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｓｉ，由于对每一个α∈Ａ，τατ，

所以μａ∈Ａτατ，即Ｓｉτ，ｉ＝１，２，．．．ｎ，从而Ｂ∈τ。
因此βτ，故ττ。

定理５ 设（Ｘ，Ｔ，β）为拓扑空间，Ｂ∈β是β的可
约元［６］，令β１ ＝β－｛Ｂ｝，则 Ｂ１任是 （Ｘ，τ）的一个子
基。

证明 由可约元定义，β１仍然是Ｘ的覆盖
［７］，其次，

设 Ｇ∈Ｔ，ｘ∈Ｇ，则存在有限元Ｂ１，Ｂ２．．．Ｂｎ∈β使ｘ∈
Ｂ１∩Ｂ２∩．．．∩ＢｎＧ，若对任意ｉ，Ｂｉ≠Ｂ，则Ｂｉ∈
β－｛Ｂ｝。若Ｂｉ中有等于Ｂ的情况，不妨设只有一个 Ｂｉ
＝Ｂ，因Ｂ是β的可约元，所以Ｂ可表示为β－｛Ｂ｝中若

干元素的并。因此比存在Ｂ１′∈β－｛Ｂ｝，使得ｘ∈Ｂ１′

Ｂ，此时ｘ∈Ｂ１∩Ｂ２∩．．．∩ＢｎＧ，这就证明了β１
中任意有限个元素的交集所构成的集族为拓扑 τ的基，
所以β１仍是（ｘ，τ）的一个子基。
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