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一类退化椭圆方程在高阶特征值处近共振的多重解
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　　摘　要：通过对一类退化椭圆方程的研究，利用临界点理论中的极小极大原理和一个广义的Ｌａｎｄｅｓ
ｍａｎ－Ｌａｚｅｒ类型条件，获得了退化椭圆方程在高阶特征值处近共振的多重解。
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１ 引言及主要结果

考虑如下一类退化椭圆方程的近共振问题

－ｄｉｖ（ａ（ｘ）ｕ）＝λｕ＋ｇ（ｘ，ｕ）　ｉｎΩ

ｕ＝０ ｏｎ{ Ω
（１）

其中Ω为Ｒｎ（ｎ≥２）中的光滑有界区域，λ是一个正参

数，ｇ（ｘ，ｕ）是一个 Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数，ａ是一个非负可

测的加权系数，并且ａ∈Ｌ１ｌｏｃ（Ω）。让α∈［０，＋∞），对

ｆ和ａ作如下假设：

（ｇ１）对ρ＞０，Ｌρ∈Ｌ
２（Ω），使得ａ．ｅ．ｘ∈Ω，

当 ｔ≤ρ时， ｇ（ｘ，ｔ）≤Ｌρ（ｘ）。

（ｇ２）ｌｉｍ
ｔ→∞

ｇ（ｘ，ｔ）
ｔ ＝０对ｘ∈Ω一致成立。

（Ａ）ｌｉｍ
ｘ→ｚ
ｘ－ｚ－αａ（ｘ）＞０，ｚ∈Ω

当加权系数 ａ（ｘ）满足条件（Ａ）时，椭圆算子

Ｌｕ＝－ｄｉｖ（ａ（ｘ）ｕ）是退化的。在文献［１］中，假设

ａ∈Ｌ１ｌｏｃ（Ω），并且满足条件（Ａ）时，证明了椭圆算子 Ｌ

满足标准的紧自伴算子的谱理论，以及具有无界的特征

值序列：０＜λ１ ＜λ２ ＜… ＜λｋ ＜…→＋∞。记Ｎｋ表

示特征值 λｋ对应的特征函数空间，于是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间

Ｈ１０（Ω，ａ）＝!

∞

ｋ＝１
Ｎｋ，其中Ｈ

１
０（Ω，ａ）中的内积与范数同文

献［１］中的定义。

１９９７年，文献［２］首次引入一种广义的 Ｌａｎｄｅｓｍａｎ

－Ｌａｚｅｒ类型条件用于研究两点边值共振问题，建立了

两个解的存在性结果。随后这两个存在性结果，在文献

［３］中被推广到了半线性椭圆方程，在文献［４］中被推

广到ｐ－Ｌａｐｌａｃｅ方程，在文献［５］中被推广到合作椭圆

系统，现将此结果推广到退化椭圆方程，类似于文献

［５］，定义函数：

Ｆ（ｘ，ｔ）＝
２Ｇ（ｘ，ｔ）－ｇ（ｘ，ｔ）ｔ

ｔ 　ｔ≠０

ｇ（ｘ，０）　　　　　　ｔ＝
{

０

其中，Ｇ（ｘ，ｔ）＝∫
ｔ

０
ｇ（ｘ，ｓ）ｄｓ，以及假设

（Ｆ１）ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→－∞

Ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｆ
—
（ｘ，－∞）ｌｉｍｓｕｐ

ｔ→＋∞
Ｆ（ｘ，ｔ）＝

Ｆ（ｘ，＋∞）对ｘ∈Ω一致。

（Ｆ２）ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｔ）＝Ｆ
—
（ｘ，＋∞）ｌｉｍｓｕｐ

ｔ→－∞
Ｆ（ｘ，ｔ）＝

Ｆ（ｘ，－∞）对ｘ∈Ω一致。

定理１ 假设（ｇ１），（ｇ２），（Ａ）以及（Ｆ１）成立，且设

Ｆ
—
（ｘ，－∞），Ｆ（ｘ，＋∞）∈Ｌ２（Ω），ｕ∈Ｎｋ＼｛０｝满足∫Ω
Ｆ（ｘ，＋∞）ｕ－ｄｘ＜∫ΩＦ—（ｘ，－∞）ｕ＋ｄｘ（ｋ≥２），那么
存在δ１＞０，使得λ∈（λｋ，λｋ＋δ１）时，问题（１）至少存

在两个解，这里ｕ±＝ｍａｘ｛０，±ｕ｝。

定理２ 假设（ｇ１），（ｇ２），（Ａ）以及（Ｆ２）成立，且设

Ｆ
—
（ｘ，＋∞），Ｆ

—
（ｘ，－∞）∈Ｌ２（Ω），ｕ∈Ｎｋ＼｛０｝满足∫Ω



Ｆ（ｘ，－∞）ｕ－ｄｘ＜∫ΩＦ—（ｘ，＋∞）ｕ＋ｄｘ（ｋ≥２），那么
存在δ２＞０，使得λ∈（λｋ－δ２，λｋ）时，问题（１）至少存

在两个解。

２ 定理证明

问题（１）的解是对应泛函

Ｊλ（ｕ）＝
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ωｕ２ｄｘ－∫ΩＧ（ｘ，ｕ）ｄｘ

的临界点，其中ｕ∈Ｈ１０（Ω，ａ）。为了证明定理，需要介绍

如下引理。

引理 １［６］ 令 Ｘ为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间且存在直和分解

Ｘ１!Ｘ２，令Ｊ∈Ｃ
１（Ｘ，Ｒ），假设ｒ１，ｒ２ ＞０，使得

ｓｕｐ
ｕ∈ｒ１ＢＸ１
Ｊ（ｕ）＜ａ＝ｉｎｆ

ｕ∈ｒ２ＢＸ２
Ｊ（ｕ）≤ｂ＝ｓｕｐ

ｕ∈ｒ１ＢＸ１
Ｊ（ｕ）＜ｉｎｆ

ｕ∈ｒ２ＢＸ２
Ｊ（ｕ）

如果Ｊ满足（Ｐ．Ｓ．）条件，且子空间Ｘ１和Ｘ２至少有一个

是有限维的，则泛函 Ｊ有一个临界点 ｕ０满足 Ｊ（ｕ０）∈

［ａ，ｂ］。

引理２［７］ 设Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｘ具有直和分解 Ｘ＝Ｘ１
!

Ｘ０!Ｘ２，且ｄｉｍ（Ｘ０!Ｘ２）＜＋∞，对Ｒ２ ＞Ｒ１ ＞０，

令

Ａ＝｛ｕ∈Ｘ１：ｕ≥Ｒ１｝∪｛ｕ∈Ｘ１!Ｘ０：ｕ＝Ｒ１｝

Ｂ＝｛ｕ∈Ｘ０!Ｘ２：ｕ＝Ｒ２｝

则Ａ和Ｂ环绕。

引理３ 假设（ｇ１）和 （ｇ２）成立，则对ｋ∈Ｎ＋，当

λ≠λｋ时，泛函Ｊλ满足（Ｐ．Ｓ．）条件。

证 明 对 任 意 序 列 ｛ｕｎ｝ Ｈ１０（Ω，ａ）满 足

Ｊλ（ｕｎ） ＜＋∞，且Ｊ′λ（ｕｎ）→０，ｎ→∞。事实上，由标

准的讨论，只需证明 ｛ｕｎ｝在 Ｈ
１
０（Ω，ａ）中有界。假设 ｎ

→∞时， ｕｎ →∞。令ｗｎ ＝
ｕｎ
ｕｎ
，则｛ｗｎ｝有界，于是

ｗ∈Ｈ１０（Ω，ａ），使得当ｎ→∞时，ｗｎ在Ｈ
１
０（Ω，ａ）中

弱收敛到ｗ，ｗｎ在Ｌ
ｑ（Ω）中强收敛到ｗ，其中 ｑ∈ ［１，

２α）。此外，由条件（ｇ１）和（ｇ２）知：对ε＞０，存在ρ

)

ε＞

０，使得对任意 ｔ∈ Ｒ和 ａ．ｅ．ｘ∈ Ω都有 ｇ（ｘ，ｔ）≤

εｔ＋Ｌρ)ε（ｘ），进而就有

Ｇ（ｘ，ｔ）≤ ε
２ ｔ２＋Ｌρ)ε（ｘ）ｔ （２）

以及对ｖ∈Ｈ１０（Ω，ａ），有

１
ｕｎ ∫Ωｇ（ｘ，ｕｎ）ｖｄｘ≤
１
ｕｎ∫Ω（εｕｎ ＋Ｌρ)ε（ｘ））ｖｄｘ≤

ε
λ槡 １

ｖＬ２ ＋
Ｌρ)ε Ｌ２ ｖＬ２
ｕｎ

从而由ε的任意性可得：ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｕｎ∫Ωｇ（ｘ，ｕｎ）ｖｄｘ＝０，同

理，ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｕｎ∫ΩＧ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ＝０，又因为

＜Ｊ′λ（ｕｎ），ｖ＞
ｕｎ

＝∫Ωａ（ｘ）ｗｎｖｄｘ－
λ∫Ωｗｎｖｄｘ－ １

ｕｎ∫Ωｇ（ｘ，ｕｎ）ｖｄｘ
于是当ｎ→∞时，有

∫Ωａ（ｘ）ｗｖｄｘ－λ∫Ωｗｖｄｘ＝０
即：ｗ∈ｋｅｒ（ －λ）。另一方面，因为

Ｊλ（ｕｎ）
ｕｎ

２ ＝
１
２∫Ωａ（ｘ）ｗｎ ２ｄｘ－

λ
２∫Ω ｗｎ ２ｄｘ－ １

ｕｎ
２∫ΩＧ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ

那么两边取极限得：１－λ２∫Ω ｗ２ｄｘ＝０，即ｗ≠０。因

此，ｗ是 －Δ的一个特征值，这与λ≠λｋ矛盾。

定理１的证明 由引理３知泛函Ｊλ满足（Ｐ．Ｓ．）条

件，令Ｗ１＝!

∞

ｉ＝ｋ＋１
Ｎｉ，Ｗ０＝Ｎｋ，Ｗ２＝!

ｋ－１

ｉ＝１
Ｎｉ，当λ＞λｋ充分

接近λｋ时，分两步证明泛函有两个不同的临界点。

第一步：对λ＞λｋ和ｕ∈Ｗ２，在（２）式中限制ε∈

（０，
λｋ－λｋ－１
２ ），则

Ｊλ（ｕ）≤
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ω ｕ２ｄｘ＋

ε
２∫Ωｕ２ｄｘ＋∫ΩＬρ)ε（ｘ）ｕｄｘ≤
－
λｋ－λｋ－１
４λｋ－１

ｕ２＋ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ

即当 ｕ→∞时，Ｊλ（ｕ）→－∞ 对 λ＞λｋ一致成立。

于是可令

Ｍ ＝ ｓｕｐ
λ∈（λｋ，

λｋ＋λｋ＋１
２ ），ｕ∈Ｗ２

Ｊλ（ｕ）

现在断言：存在仅依赖于 Ｍ的常数 Ｒ１ ＞０，以及

δ１∈（０，
λｋ＋１－λｋ
２ ），使得对任意的 λ∈ （λｋ，λｋ＋δ１），

都有Ｊλ（ｕ）＞Ｍ＋１。其中ｕ∈Ｗ１满足 ｕ≥Ｒ１，或者

ｕ∈Ｗ１!Ｗ０满足 ｕ＝Ｒ１。

如果这个断言为真，那么对每一个 λ∈ （λｋ，λｋ ＋

δ１），存在常数Ｒ
 ＞０，使得
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ｓｕｐ
ＲＢＷ２
Ｊλ ＜ａ＝ ｉｎｆＲ１ＢＷ１!Ｗ０

Ｊλ

所以，对每一个λ∈（λｋ，λｋ＋δ１），都有

ｓｕｐ
ＲＢＷ２
Ｊλ ＜ａ＝ ｉｎｆＲ１ＢＷ１!Ｗ０

Ｊλ≤ｂ＝

ｓｕｐ
ＲＢＷ２
Ｊλ≤ｓｕｐＷ２ Ｊλ ＜Ｍ＋１≤ ｉｎｆ

Ｒ１ＢＷ１!Ｗ０
Ｊλ

则由引理１可得泛函Ｊλ的第一个临界值ｃ１≤ｂ≤Ｍ。

现在证明上面的断言为真：因为对每一个 ｕ∈

Ｈ１０（Ω，ａ），Ｊλ（ｕ）关于λ是递减的，于是只需要证明存

在仅依赖于Ｍ的常数Ｒ１＞０，以及δ１∈（０，
λｋ＋１－λｋ
２ ），

使得对ｕ∈Ｗ１满足 ｕ≥Ｒ１，或者ｕ∈Ｗ１!Ｗ０满足

ｕ＝Ｒ１时，成立 Ｊλｋ＋δ１（ｕ）＞Ｍ＋１。一方面，对 λ∈

（λｋ，
λｋ＋λｋ＋１
２ ）和 ｕ∈ Ｗ１，由（２）式，限制 ε∈ （０，

λｋ＋１－λｋ
４ ）可得

Ｊλ（ｕ）＝
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－

λ
２∫Ωｕ２ｄｘ－∫ΩＧ（ｘ，ｕ）ｄｘ≥
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ω ｕ２ｄｘ－

∫Ω（ε２ｕ２＋Ｌρ)ε（ｘ）ｕ）ｄｘ≥
λｋ＋１－λ－ε
２λｋ＋１

ｕ２－ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ≥

λｋ＋１－λｋ
８λｋ＋１

ｕ２－ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ

因此，存在常数Ｒ ＞０，使得Ｊλ（ｕ）＞Ｍ＋１，ｕ∈Ｗ１满

足 ｕ≥Ｒ，对λ∈（λｋ，
λｋ＋λｋ＋１
２ ）一致成立。另一方

面，存在常数 Ｒ１≥ Ｒ 和 δ１∈ （０，
λｋ＋１－λｋ
２ ），使得

Ｊλｋ＋δ１（ｕ）＞Ｍ＋１，对ｕ∈Ｗ１!Ｗ０满足 ｕ＝Ｒ１成立。

否则，对任意两个序列Ｒｎ≥Ｒ 和δｎ∈（０，
λｋ＋１－λｋ
２ ），

存在 ｕｎ∈ Ｗ１!

Ｗ０满足 ｕｎ ＝Ｒｎ，使得 Ｍ ＋１＞

Ｊλｋ＋δｎ（ｕｎ），现选取Ｒｎ＝ｎ，δｎ＝
１
ｎ２
，记ｕｎ＝ｕ１ｎ＋ｕ０ｎ，其

中ｕ１ｎ∈Ｗ１，ｕ０ｎ∈Ｗ０。从而，ｌｉｍｎ→∞δｎ
ｕ０ｎ
ｕｎ

＝０。此外，由

（２）式及ε的任意性不难证明：ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｕｎ

２∫ΩＧ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ＝
０。又因为

Ｍ＋１
ｕｎ

２≥
Ｊλｋ＋δｎ（ｕｎ）
ｕｎ

２ ≥

λｋ＋１－λｋ－δｎ
２λｋ＋１

ｕ１ｎ
２

ｕｎ
２ －

δｎ
２λｋ

ｕ０ｎ
２

ｕｎ
２ －

１
ｕｎ

２∫ΩＧ（ｘ，ｕｎ）ｄｘ

于是，当ｎ→∞时，有０≥ｌｉｍｉｎｆ
ｎ→∞

λｋ＋１－λｋ
２λｋ＋１

ｕ１ｎ
２

ｕｎ
２，即有

ｕ１ｎ
ｕｎ
→０在Ｈ１０（Ω，ａ）中强收敛。又因为 Ｗ０是有限维

的，所以
ｕ０ｎ
ｕｎ
→ｕ０在Ｗ０中强收敛。进而，

ｕｎ
ｕｎ
→ｕ０在

Ｈ１０（Ω，ａ）中强收敛，故可知 ｕ０ ＝１。此外，对任意ε＞

０，令Ｃε（ｘ）＝Ｆ
—
（ｘ，－∞）－ε，Ｄε（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＋

ε，则存在ρε ＞０，使得

Ｆ（ｘ，ｔ）
≥Ｃε（ｘ），ｔ≤－ρε，ａ．ｅ．ｘ∈Ω

≤Ｄε（ｘ），ｔ≥ρε，ａ．ｅ．ｘ∈
{ Ω

于是，对ｔ≤－ρε和ａ．ｅ．ｘ∈Ω，都有

ｄ
ｄｔ（－

Ｇ（ｘ，ｔ）
ｔ２
）＝Ｆ（ｘ，ｔ）

ｔ２
≥Ｃ

ε（ｘ）
ｔ２

＝ｄｄｔ（－
Ｃε（ｘ）
ｔ ）

将此式在［ｓ，ｔ］（－∞，－ρε）上积分并利用条件（ｇ２）

可得：－Ｇ（ｘ，ｔ）
ｔ２

≥－Ｃ
ε（ｘ）
ｔ ，则有Ｇ（ｘ，ｔ）≤Ｃε（ｘ）ｔ，同

理：对ｔ≥ρε和ａ．ｅ．ｘ∈Ω，成立Ｇ（ｘ，ｔ）≤Ｄ
ε（ｘ）ｔ。此

外，利用Ｈｏｌｄｅｒ不等式可得

∫ΩＣε（ｘ）
ｕ－ｎ
ｕｎ
ｄｘ－∫ΩＣε（ｘ）ｕ－０ｄｘ→０

∫ΩＤε（ｘ）
ｕ＋ｎ
ｕｎ
ｄｘ－∫ΩＤε（ｘ）ｕ＋０ｄｘ→０

进而

Ｍ＋１
ｕｎ
≥
Ｊλｋ＋δｎ（ｕｎ）
ｕｎ

≥－
δｎ
２λｋ

ｕ０ｎ
２

ｕｎ
－

∫ｕｎ≤－ρεＣε（ｘ）
ｕｎ
ｕｎ
ｄｘ－∫ｕｎ≥ρεＤε（ｘ）

ｕｎ
ｕｎ
ｄｘ＋

∫－ρε≤ｕｎ≤０Ｌρε
ｕｎ
ｕｎ
ｄｘ－∫０≤ｕｎ≤ρεＬρε

ｕｎ
ｕｎ
ｄｘ＝

－
δｎ
２λｋ

ｕ０ｎ
２

ｕｎ
＋∫ΩＣε（ｘ）

ｕ－ｎ
ｕｎ
ｄｘ－∫ΩＤε（ｘ）

ｕ＋ｎ
ｕｎ
ｄｘ＋

１
ｕｎ∫－ρε≤ｕｎ≤０（Ｃ

ε（ｘ）＋Ｌρε）ｕｎｄｘ＋

１
ｕｎ∫０≤ｕｎ≤ρε（Ｄ

ε（ｘ）－Ｌρε）ｕｎｄｘ

对上式取极限可得
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∫ΩＣε（ｘ）ｕ－０ｄｘ－∫ΩＤε（ｘ）ｕ＋０ｄｘ≤０
再由ε的任意性知

∫ΩＦ—（ｘ，－∞）ｕ－０ｄｘ－∫ΩＦ（ｘ，＋∞）ｕ＋０ｄｘ≤０
即：

∫ΩＦ（ｘ，＋∞）（－ｕ０）－ｄｘ≥∫ΩＦ—（ｘ，－∞）（－ｕ０）＋ｄｘ
因为ｕ０∈Ｎｋ＼｛０｝，从而与已知条件矛盾，于是断言为

真。

第二步，对λ∈（λｋ，λｋ＋δ１）和ｕ∈Ｗ２!Ｗ０，由

（２）式，限制ε∈（０，
λ－λｋ
２ ）可得

Ｊλ（ｕ）≤
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ω ｕ２ｄｘ＋

ε
２∫Ω ｕ２ｄｘ＋∫ΩＬρ)ε（ｘ）ｕｄｘ≤
－
λｋ－λｋ－１
４λｋ－１

ｕ２＋ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ

亦即在空间Ｗ２!Ｗ０中，当 ｕ→∞时，Ｊλ（ｕ）→－∞，

于是存在一个正常数

)

Ｒ＞Ｒ１，使得 Ｊλ（ｕ）＜Ｍ对所有

ｕ∈Ｗ２!Ｗ０满足 ｕ

)

＝Ｒ成立。令

Ａ＝｛ｕ∈Ｗ１：ｕ≥Ｒ１｝∪｛ｕ∈Ｗ１!Ｗ０：ｕ＝Ｒ１｝

Ｂ＝｛ｕ∈Ｗ１!Ｗ０：ｕ

)

＝Ｒ｝

则由引理２知：Ａ与Ｂ环绕，于是当λ∈（λｋ，λｋ＋δ１），

由环绕定理可得第二个临界点ｃ２ ＞Ｍ＋１＞ｃ１。

定理２的证明 由引理３知 Ｊλ满足 （Ｐ．Ｓ．）条件，

令Ｗ１，Ｗ０，Ｗ２如定理１中定义，当 λ＜λｋ充分接近 λｋ
时，分三步证明泛函Ｊλ有两个不同的临界点。

第一步，对λ＜λｋ和ｕ∈Ｗ１，由（２）限制ε∈（０，

λｋ＋１－λｋ
２ ）可得

Ｊλ（ｕ）≥
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ω ｕ２ｄｘ－

ε
２∫Ω ｕ２ｄｘ－∫ΩＬρ)ε（ｘ）ｕｄｘ≥
λｋ＋１－λ－ε
２λｋ＋１

ｕ２－ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ≥

λｋ＋１－λｋ
４λｋ＋１

ｕ２－ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ

亦即在空间Ｗ１中，当 ｕ→∞时，Ｊλ（ｕ）→＋∞对λ＜

λｋ一致成立。从而可令

β′＝ ｉｎｆ
λ∈（

λｋ＋λｋ＋１
２ ，λｋ），ｕ∈Ｗ１

Ｊλ（ｕ）

类似于定理１中Ｊλ（ｕ）＞Ｍ＋１的证明，对任意α′＜β′，

存在仅依赖于α′的常数Ｒ２ ＞０和δ２∈（０，
λｋ－λｋ－１
２ ），

使得对每一个 λ∈ （λｋ－δ２，λｋ）有 Ｊλ（ｕ）＜α′，其中

ｕ∈Ｗ２满足 ｕ≥Ｒ２，或ｕ∈Ｗ２!Ｗ０满足 ｕ＝Ｒ２。

于是由环绕定理可得泛函Ｊλ（ｕ）的第一个临界点，其对

应的临界值为

ｃ１ ＝ｉｎｆγ∈Γ１
ｓｕｐ

ｕ∈Ｒ２ＢＷ２!Ｗ０
Ｊλ（γ（ｕ））

其中：

Γ１ ＝｛γ∈Ｃ
０（Ｒ２ＢＷ２!Ｗ０，Ｈ

１
０（Ω，ａ））：γ｜Ｒ２ＢＷ２!Ｗ０ ＝ｉｄ｝

第二步，对λ∈（λｋ－δ２，λｋ）和ｕ∈Ｗ２，由（２）式，

限制ε∈（０，
λｋ－λｋ－１
４ ）可得

Ｊλ（ｕ）≤
１
２∫Ωａ（ｘ）ｕ２ｄｘ－λ２∫Ω ｕ２ｄｘ＋

ε
２∫Ω ｕ２ｄｘ＋∫ΩＬρ)ε（ｘ）ｕｄｘ≤
λｋ－１－λ＋ε
２λｋ－１

ｕ２＋ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ≤

－
λｋ－λｋ－１
８λｋ－１

ｕ２＋ １
λ槡 １

Ｌρ)ε Ｌ２ ｕ

亦即在空间Ｗ２中，当 ｕ→∞时，Ｊλ（ｕ）→－∞，类似

可证在空间Ｗ１!Ｗ０中，当 ｕ→∞时，Ｊλ（ｕ）→＋∞，

于是存在常数α″＜β″和 Ｒ＞Ｒ２，使得 Ｊλ（ｕ）≥ β″对

ｕ∈Ｗ１!Ｗ０成立，以及Ｊλ（ｕ）≤α″对ｕ∈ＲＢＷ２成立。

因此，当λ∈（λｋ－δ２，λｋ）时，由环绕定理可得泛函 Ｊλ
的第二个临界点，其对应的临界值为

ｃ２ ＝ｉｎｆγ∈Γ２
ｓｕｐ
ｕ∈ＲＢＷ２
Ｊλ（γ（ｕ））

其中：Γ２ ＝｛γ∈Ｃ
０（ＲＢＷ２，Ｈ

１
０（Ω，ａ））：γ｜ＲＢＷ２ ＝ｉｄ｝。

第三步，根据文献［７］的思想，任取 ｅ０∈ Ｗ０，且

ｅ０ ＝１，定义映射：

)

γ：ＲＢＷ２→Ｈ
１
０（ａ，Ω）如下

)

γ（ｕ）＝
ｕ＋ Ｒ２２－ ｕ槡

２ｅ０，ｕ≤Ｒ２

ｕ，　　　　　Ｒ２≤ ｕ≤
{ Ｒ

容易验证：

)

γ∈Γ２，且当λ∈（λｋ－δ２，λｋ）时，由Ｊλ（ｕ）＜

α′可知，ｓｕｐ
ｕ∈ＲＢＷ２
Ｊλ（

)

γ（ｕ））≤α′，亦即有ｃ２≤α′，结合ｃ１≥

β′＞α′，可知ｃ２ ＜ｃ１。
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