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求解一维对流扩散反应方程的一种隐式差分格式

魏剑英

（宁夏大学数学计算机学院，银川 ７５００２１）

　　摘　要：提出了数值求解一维非稳态对流扩散反应方程的一种隐式差分格式。首先将模型方程利
用指数函数转化为对流扩散方程，构造它的差分格式，然后对差分方程的系数进行相应处理，并进行回

代，得到对流扩散反应方程的隐式差分格式，其截断误差为Ｏ（τ２＋ｈ２），采用ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ方法证明了格
式是无条件稳定的，并且由于每一时间层上只用到了３个网格点，所以可直接采用追赶法求解差分方
程，数值结果显示了算法的有效性。

关键词：对流扩散反应方程；隐式差分格式；无条件稳定

中图分类号：Ｏ２４１８２ 文献标识码：Ａ

　　对流扩散反应方程常用于描述大气、海洋、河流等
环境及化工领域中的传热、传质等对流扩散现象，因此，

寻找此类方程稳定、实用的数值方法有着重要的理论和

实际意义。已经发展了多种求解对流扩散反应方程的

方法，如文献［１－６］的有限差分法、变分差分法和有限
元法等。其中，有限差分法是计算流体力学领域中应用

最为广泛、发展最成熟和完善的数值计算方法之一，其

要点是在空间和时间２个方向上使问题离散化，用差商
近似代替导数，将微分方程变为差分方程，然后从初始

条件出发，按时间逐步推进得出解。本文提出了数值求

解一维非稳态对流扩散反应方程的一种隐式差分格式，

然后对格式的稳定性进行分析，最后给出数值算例和结

论。

１ 差分方法

考虑如下一维非稳态对流扩散反应方程的初边值

问题：

φ
ｔ
＋ｕφ
ｘ
＋ｃφ＝ε

２φ
ｘ２
＋ｆ（ｘ，ｔ） （１）

边界条件给定为：

φ（０，ｔ）＝ｇｏ（ｔ），φ（１，ｔ）＝ｇ１（ｔ），０＜ｘ＜１ （２）
φ（ｘ，０）＝ｄ（ｘ） （３）

其中，ε，ｕ，ｃ分别表示扩散系数、对流速度、反应系数，ｆ

是关于ｘ，ｔ的足够光滑函数。构造方程（１）的差分格式，
以τ表示时间步长，空间取等间距网格，步长用 ｈ表示。
网格点为（ｘｉ，ｔｎ），ｘｉ＝ｉｈ，ｔｎ ＝ｎτ，ｉ＝０，１，…，ｍ，ｈ＝
１
ｍ，ｎ≥０。

首先令φ＝ｅ－ｃｔ，代入方程（１），可以消去反应项，
其结果为：

ｔ＋ｕｘ ＝εｘｘ＋ｅ
ｃｔｆ （４）

考虑方程（４）的如下差分方程：

ｔ，ｉ＋Ｃ１δ
２
ｘｉ＋Ｃ２δｘｉ＝ｅ

ｃｔｆｉ （５）
式中

δｘｉ＝
１
２ｈ（ｉ＋１－ｉ－１） （６）

δ２ｘｉ＝
１
ｈ２
（ｉ＋１－２ｉ＋ｉ－１） （７）

Ｃ１，Ｃ２为待定系数。为确定系数值，将方程（５）写成如
下形式：

Ｃ１δ
２
ｘｉ＋Ｃ２δｘｉ＝（ｕｘ－εｘｘ）ｉ （８）

设方程（８）对函数１，ｘ，ｅ
ｕ
εｘ精确成立，联立方程可得到

方程（５）的系数为：

Ｃ１ ＝－
ｕｈ
２ｃｏｔｈ

ｕｈ
２( )ε，Ｃ２ ＝ｕ （９）

因此，方程（５）可改写为：



ｔ，ｉ＝
ｕｈ
２ｃｏｔｈ

ｕｈ
２( )εδ２ｘｉ－ｕδｘｉ＋ｅｃｔｆｉ （１０）

令

)ｕ＝ ｕ
ε
，α＝ｓｉｇｎ（ｕ），为了避免指数的快速溢出，方

程（１０）可表示为：

ｔ，ｉ＝Ａ｛［（１－α）＋（１＋α）ｅ

)－ｕｈ］ｉ＋１－

［２＋（１＋α）ｅ

)－ｕｈ＋（１－α）ｅ

)ｕｈ］ｉ＋

［（１＋α）＋（１－α）ｅ

)ｕｈ］ｉ－１｝＋ｅ
ｃｔｆｉ （１１）

其中

Ａ＝

ｕ／ｈ
２α＋（１－α）ｅ珘ｕｈ－（１＋α）ｅ－珘ｕｈ

，ｕ≠０

１
ｈ２
，ｕ＝{ ０

（１２）

如果考虑方程（１１）在ｎ＋１２时刻的值并对式中所有点

均以第ｎ＋１层和第ｎ层的算术平均值代替，整理后即可
得到求解方程（４）的隐式差分格式

Ｓｎ＋１ｉ＋１ －（Ｔ＋ρ）
ｎ＋１
ｉ ＋Ｅｎ＋１ｉ－１ ＝

－［Ｓｎｉ＋１－（Ｔ－ρ）
ｎ
ｉ＋Ｅ

ｎ
ｉ－１］－

１
Ａ（ｅ

ｃ（ｎ＋１）τｆｎ＋１ｉ ＋ｅｃｎτｆｎｉ） （１３）

式中

ρ＝２Ａτ
，Ｓ＝（１－α）＋（１＋α）ｅ－珘ｕｈ

Ｔ＝２＋（１＋α）ｅ－珘ｕｈ＋（１－α）ｅ珘ｕｈ

Ｅ＝（１＋α）＋（１－α）ｅ珘ｕｈ

最后，将＝ｅｃｔφ代入（１３）式，可得到求解模型方程（１）
的全隐格式：

Ｓφｎ＋１ｉ＋１ －（Ｔ＋ρ）φ
ｎ＋１
ｉ ＋Ｅφｎ＋１ｉ－１ ＝

－［Ｓφｎｉ＋１－（Ｔ－ρ）φ
ｎ
ｉ＋Ｅφ

ｎ
ｉ－１］ｅ

－ｃτ－
１
Ａ（ｆ

ｎ＋１
ｉ ＋ｅ－ｃτｆｎｉ） （１４）

由推导过程可得其截断误差为Ｏ（τ２＋ｈ２）。

２ 稳定性分析

采用ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ方法［７］对（１４）式进行稳定性分
析，假设问题的数值解可以表示为傅立叶级数的展开

式，其特征项为

φｎｉ ＝η
ｎｅｉλｘｉ （１５）

式中，ｉ＝ －槡 １为虚数单位，λ为波数，且右端项ｆ无误
差存在。将（１５）式代入（１４）式化简可得其放大因子

Ｇ＝－Ｓｅ
ｉλｈ－（Ｔ－ρ）＋Ｅｅ－ｉλｈ

Ｓｅｉλｈ－（Ｔ＋ρ）＋Ｅｅ－ｉλｈ
×ｅ－ｃτ

由于Ｓ，Ｔ，Ｅ的值随α的变化而变化，故可以分情况讨论
Ｇ，都能得到 Ｇ≤１，即本文格式是无条件稳定的。

３ 数值算例

为了验证本文方法的效果，考察如下２个有精确解
的算例。

算例１

φ
ｔ
＋２φ
ｘ
＋φ＝

２φ
ｘ２
＋（ｘ２＋２ｘ－２）ｅ－ｔ

φ（ｘ，０）＝ｘ２

φ（０，ｔ）＝０，φ（１，ｔ）＝ｅ－ｔ

问题的精确解为φ（ｘ，ｔ）＝ｘ２ｅ－ｔ。
算例２

φ
ｔ
－φ
ｘ
＋１０φ＝

２φ
ｘ２
＋

［（１＋１０ｔ）ｓｉｎ（πｘ）－πｔｃｏｓ（πｘ）］ｅ－π
２ｔ

φ（ｘ，０）＝０

φ（０，ｔ）＝φ（１，ｔ）＝０
问题的精确解为φ（ｘ，ｔ）＝ｔｅ－π

２ｔｓｉｎ（πｘ）。
图１给出了空间步长取１／１６和１／３２时，问题１在ｔ

＝０２５和ｔ＝１０时刻本文格式计算结果和精确解的比
较。从图１中可以看出，数值解与精确解吻合较好。

图１ 问题１在ｈ＝１／１６，ｔ＝０２５和ｈ＝１／３２，ｔ＝１０时
数值解和精确解的比较

表１给出了空间步长分别取１／８，１／１６，１／３２，１／６４
和１／１２８时，当τ＝ｈ时问题２在ｔ＝０５时刻ＢＴＣＳ格
式、本文全隐格式和τ＝ｈ２时ＢＴＣＳ格式的数值计算结
果的最大误差 Ｅ以及收敛阶 ｒａｔｅ＝ｌｎＥ１／Ｅ( )

２ ／ｌｎ２，其

中Ｅ１和Ｅ２分别为粗网格及相邻的细网格上的最大误
差。由表１可以看出，本文格式当τ＝ｈ时，在空间上严
格达到了二阶精度而 ＢＴＣＳ格式仅有一阶精度；当 τ＝
ｈ２时，ＢＴＣＳ格式在空间上也达到了二阶精度，但本文格
式在大时间步长 τ＝ｈ下较 ＢＴＣＳ格式在小时间步长

τ＝ｈ２下结果仍然更为精确。

４ 结 论

（１）推导出了数值求解一维对流扩散反应方程的精
度为Ｏ（τ２＋ｈ２）的隐式差分格式，并采用ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ
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分析方法证明了格式是无条件稳定的。

（２）本文所构造的隐式差分格式在每一个时间层上
只用到了３个网格点，所以差分方程为三对角线型的，
可直接采用追赶法进行求解，无须迭代，计算量小，计算

简便。数值实验结果表明，当τ＝Ｏ（ｈ）时本文格式的计

算精度在空间上达到了二阶。

（３）本文方法可以直接推广到二维和三维的情形。
（４）本文提出的隐格式在空间方向只有二阶精度，

应继续探索与改进，争取提出高精度的差分格式。

表１ 问题２在ｔ＝０５时刻的最大误差

ｈ
ＢＴＣＳ格式（τ＝ｈ） ＢＴＣＳ格式（τ＝ｈ２） 本文格式（τ＝ｈ）
Ｅ ｒａｔｅ Ｅ ｒａｔｅ Ｅ ｒａｔｅ

１／８ １５９（－３） ２０７（－４） ３３９（－５）
１／１６ ７２６（－４） １１０ ５１０（－５） ２０２ ８６１（－６） １９８
１／３２ ３４７（－４） １０１ １２７（－５） ２００ ２１５（－６） ２００
１／６４ １６９（－４） １０７ ３１８（－６） ２００ ５３８（－７） ２００
１／１２８ ８３７（－５） １０１ ７９４（－７） ２００ １３４（－７） ２００

　注：１．５９（－３）＝１５９×１０３
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