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变步长随机共振的微弱周期信号检测

向 林，李 健

（四川大学，成都 ６１００６５）

　　摘　要：在以朗之万方程建立的随机共振数学模型中，现有文献在求解该数学模型时都将计算步长
取固定值，文章通过理论分析说明了固定步长的缺陷，提出了调节计算步长的检测方法。以双稳态随机

共振系统为基础，把计算步长作为可调参数来讨论其对随机共振的影响，结果表明调节计算步长能有效

地提高被检测信号的检测率。
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引 言

随机共振（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅ）源于 ＲｏｂｅｒｔｏＢｅｎｚｉ
对地球冰冻周期（ＩｃｅＰｅｒｉｏｄｉｃ）的研究［１］，用来解释远古

气象中每隔１０万年左右冰冻期和暖气候期交替出现的

现象。绝热近似理论和线性响应理论详细论证了产生

随机共振的原理和条件［２３］：当信号、噪声和非线性系统

达到某种匹配关系时，噪声的增强反而有助于信号的检

测。其中噪声是产生随机共振最重要的因素，因为与其

它微弱信号检测方法相比，随机共振是利用噪声而非抑

制噪声来检测信号，这是随机共振区别于其它检测方法

的显著特点。在随机共振现象研究中，受微弱周期信号

和高斯白噪声驱动的双稳系统是最典型的模型。因为

双稳系统两个稳态之间形成的势垒能够通过自身结构

参数方便地调节，所以衍生出了产生随机共振的两个基

本方法：添加噪声［４］和调节系统结构参数［５］这两种方

法。添加噪声是主动地给予信号适当的能量来跃迁系统

形成的势垒；调节系统参数则是被动地改变系统形成的势

垒来适配当前信号能量，从而实现信号和系统的共振。

数学模型上，随机共振双稳系统通过朗之万方程

ＬａｎｇｅｖｉｎＥｑｕａｔｉｏｎ（ＬＥ）来表征，采用 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ算法

进行仿真。但是目前大多数文献在仿真时都采用固定

计算步长这一常规化处理，忽略了计算步长这一参数对

随机共振的影响。计算步长是指 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ算法中

的步长，它是根据采样频率而来，等于采样频率的倒数，

相对于采样周期，只不过在随机共振中采样频率要求大

于５０倍信号频率。

所谓计算步长就是计算中的取值间隔（也就是取样

周期）。在传统计算中，通常按照采样周期把取值点带

入Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ进行计算，而这一取值在计算中是保持
不变的。而分析发现这一步长在计算中是可以改变的，

对该参数的调节有助于提高特征信号的检测率。对比

传统固定步长的检测结果，仿真结果也表明调节计算步

长的检测率优于传统的检测方法。

１ ｈ对随机共振输出的影响

１１ 随机共振基本理论

双稳系统的朗之万方程为：

珋ｘ＝ａｘ－ｂｘ３＋Ｓ＋ ２槡ＤΓ（ｔ） （１）

令Ｓｎ＝Ｓ＋ ２槡ＤΓ（ｔ），则
珋ｘ＝ａｘ－ｂｘ３＋Ｓｎ

Γ（ｔ）是均值为０，方差为１的高斯白噪声，Ｄ是噪声强
度，Ｓ是输入信号。

Ｓ＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ）

＝Ａｓｉｎ（２π ｆｆｓｋ），ｋ＝０，１，２，……，Ｎ （２）



ｆｓ≥５０ｆ （３）

这是随机共振满足的５０倍采样关系，ｆｓ为采样频率（单

位Ｈｚ）

ｈ＝ｔｓ＝１ｆｓ （４）

ｔｓ为采样步长即对信号的采样周期，ｈ是 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ

算法的计算步长，它等于采样频率的倒数。如果用固定

的采样频率采样信号，计算步长 ｈ在计算中就保持不

变。

ｈ对Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方程的求解到底会产生如何的影

响。先把方程（１）离散化求解［６］，

ｘｉ＋１－ｘｉ＝ｈ（ａｘｉ－ｂｘｉ＋Ｓｎｉ） （５）

ｘｉ＋１ ＝（１＋ａｈ－ｂｈｘｉ）ｘｉ＋ｈ×Ｓｎｉ （６）

Ｓｎ是混有噪声的信号，ａ，ｂ是方程（１）中的结构化参数，

ｘｉ就是信号经过ｈ离散化的取值点。

１２ ｈ对随机共振输出的影响

如果不考虑输入信号和噪声，则（６）式改为

ｘｉ＋１ ＝（１＋ａｈ－ｂｈｘｉ）ｘｉ （７）

（７）式是一种递推关系，为保证该等式输出不发散，

要求满足如下关系［７］

１＋ａｈ－ｂｈｘｉ＞－１

即

ｘ０ ≤ｘｌｉｍ ＝
ａｈ＋２
槡ｂｈ ，（ｈ≠０） （８）

进一步化简为：

ｘ０≤
ａ
ｂ＋

２
槡 ｂｈ （９）

这就是信号和ｈ的关系，该关系制约着整个系统的

稳定输出。

ｘ０是系统初值，根据（８）式要求满足在（－ｘｌｉｍ，ｘｌｉｍ）

范围内，且不等于０，才能使递推关系（７）式输出稳定而

不发散。ｘ０在（－ｘｌｉｍ，ｘｌｉｍ）范围内取任何不等于０的值

都将使输出分别趋近双稳系统的两个稳态 ± ａ
槡ｂ。

根据（９）式，ｘ０的取值范围，可以通过改变结构参

数ａ，ｂ和计算步长ｈ而改变。假设系统结果参数ａ，ｂ取

值已经合理，那么ｘ０的取值范围就只受到计算步长ｈ的

影响（图１）。

所以随机共振输出稳定性的问题就转化为初值 ｘ０
与ｈ之间关系的问题。

根据（６）式和（７）式，还可以得出：ｘｉ的每一个取

值，都可以看作是后面计算结果的取值。所有如果考虑

信号和噪声的输入，噪声和信号可以改变系统初值的取

图１ ｈ和初始值的关系

值范围，进而影响结果。特别是噪声的输入，让系统初

值叠加上了一个没有预期的输入，这个未知的输入对随

机共振的检测的直接结果就是，该次检测信号将不被检

测出来。从而影响信号的检测率。

但是根据系统初值和计算步长 ｈ之间的关系，可以

通过调节ｈ，信号更大可能地被检测，从而提高信号的

检测率。

因此如果考虑信号和噪声的输入，信号幅值 Ａ，噪

声强度Ｄ都将被加入初始值而影响ｈ。特别是噪声的输

入，因为噪声每次都是随机产生，相当于系统初值每次

附加了一个随机值，所以需要调节 ｈ来改善由于噪声的

输入而信号不能被检测的情况。

２ 系统仿真

实验中，数据长度为２０００点，Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ仿真次

数为１００。当信号频率在系统输出频谱中为最高峰时，

认为信号可被检测出来，作为信号被检测标准。输入信

号幅值等于Ａ＝００３，频率等于ｆ＝００２Ｈｚ，输入信噪比

等于ＳＮｉ＝－２４ｄＢ，双稳系统参数为 ａ＝０１８，ｂ＝１，采

样频率ｆｓ＝２，比较ｈ＝１／ｆｓ，ｈ≠１／ｆｓ时的随机共振结

果。

如图２所示，当采样频率ｆｓ＝２时，输出频谱在ｈ＝

１／ｆｓ即ｈ＝０５时取值点信号未被检测，这时保持输入

信号参数不变，调节ｈ至０７取值点信号被检测。这一

结果形象地说明了ｈ对随机共振的影响，图２中（ｂ）和

（ｃ）均产生随机共振，但是图２（ｃ）的结果明显好于图２

（ｂ）的结果。所以 ｈ不能固定在１／ｆｓ取值点，它应该被

看着一个可调参数。表１是调节 ｈ，并在 ｈ取值点做

１００次仿真得到的信号检测率。

表１ ｈ取值点上信号的检测率
ｈ值 ０１ ０４ ０５ ０７ １１ １４ １６

检测率 ０ ０１１ ０３ ０５４ ０４９ ０２９ Ｘ

９４５第２４卷第５期　　 　　　　　　向 林等：变步长随机共振的微弱周期信号检测



图２ ｈ＝１／ｆｓ和ｈ≠１／ｆｓ的输出频谱比较

　　由表１可知，在ｈ＝０５取值点，检测率为０３，但是

在ｈ＝０７，检测率达到了０５４，在 ｈ＝１６系统输出已

经发散。结果表明相对于传统取值点的结果，调节 ｈ能

提高信号的检测率，而且 ｈ存在一定取值范围，当 ｈ太

小，信号不能被检测，当ｈ太大，系统输出发散。

由于ｈ＝１／ｆｓ，为了讨论ｈ对随机共振影响的普遍

性，将输入信号用不同的采样频率进行采样，然后进行

仿真。输入信号幅 Ａ＝００３，频率等于 ｆ＝００２Ｈｚ，输

入信噪比等于 ＳＮｉ＝－２４ｄＢ，双稳系统参数为 ａ＝

０１８，ｂ＝１，采样频率分 ｆｓ别等于 ８Ｈｚ，４Ｈｚ，２Ｈｚ，

１Ｈｚ，０８Ｈｚ。如果固定 ｈ，根据 ｈ与采样频率的关

系，ｈ分别等于０１２８，０２５，０５，１，１２５。ｈ的取值区

间为（００５，１６），取值步长为００５，在每个 ｈ取值点

作１００次仿真。

图３结果表明：（１）当 ｈ＜０１时，每组信号输入系

统后的检测率几乎等于零；当 ｈ＞１４，系统输出结果已

图３ 不同采样频率时ｈ值变化规律

经不稳定。如果按ｈ＝１／ｆｓ取值，对于较大采样频率，ｈ

可能小于０１（如ｆｓ＝８）；同样对于较小采样频率，ｈ可

能大于１４，这种情况应该通过调节计算步长 ｈ来产生

随机共振。（２）用较大采样频率采样信号，ｈ取值范围

较大，用较小采样频率采样信号，ｈ取值范围较小，而且

随着采样频率的减小，最大检测率对应的 ｈ值也逐渐增

大，ｈ取值范围也向右移动。（３）采样频率等于８，４，２，

１，０８对应的最大检测率的ｈ值都不在ｈ＝１／ｆｓ时的最

佳检测率，表２是对比结果。

表２ ｈ取值的参考
ｆｓ ｈ＝１／ｆｓ 检测率 最佳ｈ值 对比检测率

１０ ０１０ ０１８ ０４０ ０６９

９ ０１１ ００９ ０３５ ０３１

８ ０１３ ０１３ ０５０ ０６６

７ ０１４ ０２０ ０５０ ０５１

６ ０１７ ０１４ ０６５ ０４３

５ ０２０ ０２７ ０６０ ０６３

４ ０２５ ０２６ ０７０ ０５９

３ ０３３ ０１４ ０７５ ０３８

２ ０５ ０２９ ０９５ ０５２

１ １０ ０３９ １１０ ０４１

０８ １２５ ０３３ １１５ ０３４

３ 结 论

论文分析了调节计算步长能够产生随机共振的原

因，计算步长虽然按照采样频率的倒数取值，但是却受

系统初值的影响。由于噪声的输入，使得系统初值与计

算步长的关系发生改变，所以需要调节计算步长更大程

度地产生随机共振；通过对比固定计算步长和变步长这

两种方法的仿真结果，变步长方法得出信号更好的检测

率。仿真得出了相当于传统计算步长的取值，得到了调

节计算步长的参考取值点。根据图３也得到了计算步

长的调节规律和趋势。而且特别是当采样频率很大的

时候，计算步长取值会很低而不会产生随机共振，这时

可以通过提高计算步长的方法来产生随机共振，这为利
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用随机共振实现大频率信号检测提供了一个可以实施

的方法。
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