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摘 要:提出了三维空间中的多个体系统在某一确定的光滑空间曲线上的一致性问题。在一定条
件下，设计了一个非线性的分散反馈控制协议，使得每一个个体随着时间的推移趋向于该曲线，都沿着

曲线的同一个方向运动，并且运动速度趋于一致。最后给出了仿真例子，对理论结果进行了验证。
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引 言

最近在多个体系统的协调性研究中出现了一个重

要的研究课题: 一致性问题。一致性问题在计算机科

学中已有很长的历史，一致性问题是分布式理论的基

础。一致性问题的开创性工作始于管理科学和统计学

领域中的研究，文献［1］将其中的思想应用于多传感器

采集不确定性信息的融合问题。

近年来，由于在无人飞行器的协作控制、自动操作

高速公路系统的调度、卫星群的信息控制、多移动机器

人的最优分配等方面有广泛的应用，多个体系统分散控

制方面的研究得到了广泛的关注，其中信息一致性或一

定数量的利益上的一致性是重要的问题之一。文献［2］

提出了一个有 n个个体在不同的“头领”下以同样的速度

在平面上运动的离散模型。文献［3］给出了该模型行为

一致的理论解释。一致性问题的概念是在文献［4］中正

式提出，该文讨论了有向固定拓扑网络、有向切换拓扑

网络和有时滞的无向拓扑网络三种情形下的一致性问

题，并给出了一致分析。文献［5］扩展了文献［3 － 4］的

结果，把有向网络的强连通条件减弱为存在有向生成树

的条件。文献［6］研究了有固定拓扑离散系统的一致性

问题，借助于“领头者—跟从者”的分解结构，给出了个

体成为“领头”的充要条件。文献［7］讨论了一般信息拓

扑下的离散多个体系统的动态行为。文献［8］基于固定

的时不变的有向拓扑，研究了智能群体的群集运动，通过

设计分散控制器使所有智能体渐近地取得一致的速度向

量。在研究中同时考虑了 Reynolds模型的三条规则。文

献［9］讨论了切换拓扑的动态个体网络的一致性问题。

文献［10］讨论了高维情形下的多个体系统的一致性问

题，研究了一致性函数的结构，给出了具有切换拓扑的

多个体系统获得一致性的充分条件。

群集问题的研究源于生物界的蜂群、蚁群等现象，

其无需集中控制就会产生群集。目前，已有不少研究

者对其产生了兴趣。文献［11］给出了多个体网络系统

分布群集算法的设计和分析的理论框架，文中给出了

三种算法，讨论了自组织群集的情形及有群目标和避

障的群集的情形。Vicsek 等提出了一个模拟粒子群集

现象的离散模型
［2］。另有不少人研究了多个体合作控

制问题或对该模型进行稳定性研究
［3、12-13］。

在编队控制这类问题中，个体间不仅就某个状态

量( 如速度) 要达到一致，而且个体在移动过程中，保持

预先的队形。文献［15 － 16］给出了系统拓扑结构与编

队稳定性之间的关系。聚集问题中，则要求各个体同时

到达一个未知地点，属于一类位置一致问题，文献

［17］做了比较深入的研究。

本文提出多个体系统在空间曲线上的一致性问题，

即让各个体在任意的初始状态下趋向于给定的曲线，

并渐近地按相同的方向和速度大小沿曲线运动。如果



事先设计好一条曲线，使之绕开已知障碍物，则这一

问题的解决能有助于个体群体绕开已知障碍进行一致

的运动，并到达目的地，即有利于解决一类避障问题。

1 多个体系统在空间曲线上的一致性定义

考虑有 n个个体的系统，有向网络拓扑为 G = ( V，

E，A) 。其中 x =［x1，x2，…，xn］
Τ，xi =［pi，vi］

Τ，V = { 1，

2，…，n} 是有向图的节点集，E为有向边集，A = ( aij )

为邻接矩阵。系统各个体所满足的动态方程为:

pi = vi，

vi = ui
{ ，

( 1)

其中 pi =［pi1，pi2，pi3］
Τ，vi =［vi1，vi2，vi3］

Τ
分别为个体 i

的位置向量和速度向量，ui = ［ui1，ui2，ui3］
Τ
为控制( 加

速度) 输入。记向量 v→ i = ( vi1，vi2，vi3 ) ，u→ i = ( ui1，ui2，

ui3 ) ，i = 1，2，…，n。

定义1 所谓多个体系统在光滑曲线 L上渐近达到

一致，是指在任意初始状态下，随着时间的演化，各个

体都趋向于曲线 L，并沿着该曲线朝着同一个方向以相

同的速率运动。

控制目标就是设计控制输入 ui 使系统的各个体取

得如上定义下的一致性。

假设有一空间光滑曲线

L:
g( x1，x2，x3 ) = 0

h( x1，x2，x3 ) ={ 0
( 2)

其中 g: R3 → R，h: R3 → R，是光滑映射。

基本假设: 对于任意的 x∈ R3，矩阵

g
x1

g
x2

g
x3

h
x1

h
x2

h
x











3

( 3)

行满秩。

记

珗ng ( x) = g
x1
，g
x2
，g
x( )

3

( 4)

珗nh ( x) = h
x1
，h
x2
，h
x( )

3

( 5)

记曲线 L上的任一点 P( x1，x2，x3 ) 处的切向量为 l
→
( x) ，

则有 l
→
( x) = 珗ng ( x) × 珗nh ( x) 。记 b( x) = l

→
( x) ，则

l
→
( x) 的单位向量为 l

→0 ( x) = l
→
( x)

b( x) 。

引理 由基本假设可得 l
→
( x) ≠ 0

→
( 或 b( x) ≠ 0

→
) ，

x∈ R3，并且矩阵

P( x) : =

g
pi1

g
pi2

g
pi3

h
pi1

h
pi2

h
pi3

l1 ( x) l2 ( x) l3 ( x













)

( 6)

对于任意的 x ∈ R3
都是非奇异矩阵，其中 li ( x) 是

l
→
( x) 的分量。
证明 由基本假设知，矩阵( 3 ) 至少有一个二阶子

式不为 0，从而有向量积的定义，得 l
→
( x) ≠ 0

→
。对矩阵

( 6) 取行列式，得

P( x) = l1
2 ( x) + l2

2 ( x) + l3
2 ( x) ≠ 0

→
( 7)

从而引理得证。
用数学语言来描述本文的问题，即为设计分散控

制协议使得闭环网络系统实现如下两个目标:

1)
lim
t→+∞

g( pi1 ( t) ，pi2 ( t) ，pi3 ( t) ) = 0

lim
t→+∞

h( pi1 ( t) ，pi2 ( t) ，pi3 ( t) ) ={ 0

2) lim
t→+∞

vi ( t) · l
→0 ( pi ( t) ) = c，i = 1，2，…，n

其中 c为依赖于所有个体初始状态的常数。

2 控制输入设计的探讨

2. 1 对实现控制目标 1)的探讨
设

ξig = g( pi1 ( t) ，pi2 ( t) ，pi3 ( t) ) ( 8)
ξih = h( pi1 ( t) ，pi2 ( t) ，pi3 ( t) ) ( 9)

为设计 ui，对上两式求二阶导数。先求一阶导数:

ξ̈ig = g
pi1

vi1 + g
pi2

vi2 + g
pi3

vi3 = : η ig ( 10)

ξ̈ih = h
pi1

vi1 + h
pi2

vi2 + h
pi3

vi3 = : η ih ( 11)

其中 η ig = vi·珗ng ( pi ) ，η ih = vi·珗nh ( pi ) 。
求二阶导数，得

ξ̈ig = η ig = g
pi1

ui1 + g
pi2

ui2 + g
pi3

ui3 + Kig ( 12)

ξ̈ih = η ih = h
pi1

ui1 + h
pi2

ui2 + h
pi3

ui3 + Kih ( 13)

其中

Kig = 
2g
pi1

vi1 + 
2g
pi2

vi2 + 
2g
pi3

vi3 +

2 2g
pi1pi2

vi1vi2 + 2g
pi2pi3

vi2vi3 + 2g
pi1pi3

vi1vi( )3

Kih = 
2h
pi1

vi1 + 
2h
pi2

vi2 + 
2h
pi3

vi3 +

2 2h
pi1pi2

vi1vi2 + 2h
pi2pi3

vi2vi3 + 2h
pi1pi3

vi1vi( )3

如果我们能够设计 ui 满足

g
pi1

ui1 + g
pi2

ui2 + g
pi3

ui3
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= － Kig － k1gξig － k2gη ig ( 14)
h
pi1

ui1 + h
pi2

ui2 + h
pi3

ui3

= － Kih － k1hξih － k2hη ih ( 15)
其中 k1g，k2g，k1h，k2g 为正的常数，则

ξ̈ig = η ig

ξ̈ih = η ih

η̈ ig = － k1gξig － k2gη ig

η̈ ih = － k1hξih － k2hη










ih

( 16)

从而有，当 t→+ ∞ 时，

ξig → 0，ξih → 0 ( 17)

η ig → 0，η ih → 0 ( 18)

其中( 17) 表明控制目标 1) 得到实现。( 18) 表明个体 i

在曲线 L上的运动方向是沿着曲线 L 上的各点的切向
量方向运动，即个体 i将沿着曲线 L运动。

下面再探讨所有个体沿曲线 L 运动的速度一致性
问题。
2. 2 对控制目标 2)的探讨
设

ζi = l
→0 ( pi ( t) ) ·vi ( t) ( 19)

则

ζ̈i = l
→0 ( pi ( t) ) ui ( t) +

 l
→0

pi
vi ( t( )) vi ( t) ( 20)

令

Ki ( pi，vi ) =  l
→0

pi
vi ( t( )) vi ( t) ( 21)

如果我们能够设计 ui = ［ui1，ui2，ui3］
Τ
满足

l
→0 ( pi ( t) ) ·ui ( t) = － Ki ( pi，vi ) +

∑
j∈Ni

aij ( ζ j － ζi ) ( 22)

则将( 22) 代入( 20) ，得

ζ̈i = ∑
j∈Ni

aij ( ζ j － ζi ) ( 23)

由文献［5］可知，( 23) 可写成紧凑形式
ζ̈i = － Lζ ( 24)

其中，ζ = ( ζ1，ζ2，…，ζn )
T，L = ( lij ) ∈ Rn×n

为有向图

G( A) 的拉普拉斯矩阵，其定义为

lij =
∑

n

k = 1，k≠i
aik，j = i

－ aij，j≠
{

i
( 25)

由［6］知，如果有向图中含有一个生成树，则 ζi → c，
( t→+ ∞ ) 。这说明目标 2) 得以实现。
2. 3 输入控制 ui 的设计

由小节 2. 1，2. 2 分析知，如果设计 ui 使 ( 14 ) ，
( 15) 和( 22) 同时成立，则控制目标 1 ) 和 2 ) 得到实现，

多个体系统实现沿空间曲线 L的速度一致性。

联立( 14) ，( 15) 和( 22) ，得
g
pi1

g
pi2

g
pi3

h
pi1

h
pi2

h
pi3

b－1 ( pi ) l1 ( pi ) b－1 ( pi ) l2 ( pi ) b－1 ( pi ) l3 ( pi













)

ui1

ui2

ui











3

=

－ Kig － k1gξig － k2gη ig

－ Kih － k1hξih － k2hη ih

－ Ki ( pi，vi ) +∑
j∈Ni

aij ( ζ j － ζi











)

( 26)

由引理可见，( 26) 中控制项的系数矩阵是可逆的。

从而由( 26) ，得

［ui1 ui2 ui3］
T =

g
pi1

g
pi2

g
pi3

h
pi1

h
pi2

h
pi3

b－1 ( pi ) l1 ( pi ) b－1 ( pi ) l2 ( pi ) b－1 ( pi ) l3 ( pi













)

－1

·

－ Kig － k1gξig － k2gη ig

－ Kih － k1hξih － k2hη ih

－ Ki ( pi，vi ) +∑
j∈Ni

aij ( ζ j － ζi











)

( 27)

此即为所求的分散控制协议。

综上我们给出本文的主要结果。

定理 考虑基于有向网络 G = ( V，E，A) 的多个体
系统 ( 1) ，设有向图中 G 含有一个生成树并且关于空
间光滑曲线 L 的基本假设成立，则存在一个非线性分
散控制协议，使得定义 1 所描述的沿空间曲线 L 的速
度一致性问题得到解决。

3 仿真算例

下面假设多个体系统珋x = Ax的有向网络拓扑为 G =

( V，E，A) 。其中 x =［x1，x2，x3，x4］
Τ，xi =［pi，vi］

Τ，A =

( aij ) 4 ×4 =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1











1 0 0 0

，( i，j = 1，2，3，4 ) 。系统各个

体所满足的动态方程为:

pi = vi
vi = u{

i

个体 i的位置向量为 pi = ［pi1，pi2，pi3］
Τ，速度向量

为 vi = ［vi1，vi2，vi3］
Τ，ui = ［ui1，ui2，ui3］

Τ
为控制 ( 加速

度) 输入。
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例 设 L:
x2 － sinx1 = 0

x3 ={ 0

则

g( x1，x2，x3 ) = x2 － sinx1
h( x1，x2，x3 ) = x3

从而有

g
x1

= － cosx1，
g
x2

= 1，g
x3

= 0

h
x1

= h
x2

= 0，h
x3

= 1

l( x) = ( 1，cosx1，0)
T

l
→0 = l

→

l
→ = ( 1

1 + cos2x槡 1

，
cosx1

1 + cos2x槡 1

，0) T

2g
x1

= sinx1，
2g
x2

= 
2g
x3

= 0

2g
x1x2

= 2g
x1x3

= 2g
x2x3

= 0

2h
x1

= 
2h
x2

= 
2h
x3

= 0

2h
x1x2

= 2h
x1x3

= 2h
x2x3

= 0

d l
→0

dx1
=
( 1 + cos2x1 )

－ 3
2 sinx1 cosx1

－ ( 1 + cos2x1 )
－ 3

2 sinx1









0

d l
→0

dx2
= d l

→0

dx3
= 0

ζi = 1
1 + cos2pi槡 1

vi1 +
cospi1

1 + cos2pi槡 1

vi2

Ki ( pi，vi ) = ( 1 + cos2pi1 )
－ 3

2 sinpi1 ( v
2
i1cospi1 － vi1vi2 )

g
pi1

g
pi2

g
pi3

h
pi1

h
pi2

h
pi3

b－1 ( pi ) l1 ( pi ) b－1 ( pi ) l2 ( pi ) b－1 ( pi ) l3 ( pi













)

－1

=

－ cospi1 1 0

0 0 1

1
1 + cos2pi槡 1

cospi1

1 + cos2pi槡 1













0

－1

=

－
cospi1

1 + cos2pi1

0 1
1 + cos2pi槡 1

1
1 + cos2pi1

0
cospi1

1 + cos2pi槡 1















0 1 0

取 k1g = k2g = k1h = k2h = 1，则得输入控制:

［ui1 ui2 ui3］
T =

－
cospi1

1 + cos2pi1

0 1
1 + cos2pi槡 1

1
1 + cos2pi1

0
cospi1

1 + cos2pi槡 1















0 1 0

×

－ sinpi1·vi1 － pi2 + sinpi1 + cospi1·vi1 － vi2
－ pi3 － vi3

－ Ki ( pi，vi ) +∑
j∈Ni

aij ( ζ j － ζi











)

仿真结果由图 1 和图 2 所示。图 1 显示了各个体运
动的轨迹，图 2 显示了各个体运动的速率的渐近一致
性。

4 结束语

本文提出并解决了三维多个体系统在确定的空间

光滑曲线上的速度一致性问题。通过仿真例子验证了
所设计的控制可以使各个体在所给曲线上达到速度一

致。这里只给出和研究了各个体在一条光滑曲线上达
到一致性的情形，至于在一般的多条曲线上，我们将进

一步研究。另外，对于切换有向网络拓扑情形下的控制
设计也有待进一步探讨。
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Consensus Problem of Multi-agent Systems along a Spatial Curve

WANG Bao-ping，ZHU Jian-dong，KUANG Jing
( 1． Taizhou Teachers College，Taizhou 225300，China;

2． School of Mathematical Scienles，Nanjing Normal University，Nanjing 210097，China)

Abstract: The consensus problem along a spatial curve is proposed for multi-agent systems． Under some conditions，a
nonlinear decentralized feedback protocol is designed so that all agents converge to the curve and their velocities are in agree-
ment asymptotically． Finally，simulation examples are given to illustrate the theoretical results．

Key words: multi-agent systems; spatial curve; consensus problem
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