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变分不等式在运输网络中的运用
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( 西南民族大学经济学院，成都 610041)

摘 要:根据均衡的定义以及与之等价的变分不等式，讨论了运输网络中存在两种不同但相关的

流量的情况。最后给出了相关流量的存在性条件，即运输网络中流量成本达到最小的条件。
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引 言

我们生活的世界上存在着大量复杂的系统，其中很

多都可以通过网络来加以描述。例如社会网络、计算机
网络、蛋白质网络和食物网络［1］。交通网络主要是研究
交通流量的均衡，就是在知道一定的交通需求量或给定

的弹性需求模式下，求流量在网络上的分布格局． 变分
不等式被广泛应用于研究各种各样的网络。有文献探
讨了在电子商务、退货等方面的应用［2］; 也有文献探讨
了其在电力配流方面的运

［3］。变分不等式也是研究交
通运输网络、分析网络均衡流量最有效的工具之一［4］。
当道路上有两种相互影响的交通流量时，要考虑的

是如何将这两种交通流进行适当配置，使总成本达到最

优．我们主要考虑以下几个方面的内容: ( 1 ) 流量均衡
的定性描述; ( 2 ) 将定性的描述转化为定量的刻画，利
用变分不等式定义可行流量; ( 3) 给出相关可行流量的
存在性和唯一性条件。

1 可行流量及其等价性条件

在交通网络均衡分析中，一些常用记号如下:

W表示起讫点 ( OD) 对 w的集合，不妨设
W = { w1，w2，…，wm}

H =

hw1

1 hw1

2 … hw1

n

hw2
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… … … …

hwm
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其中 hwi

j ( i = 1，2，…m; j = 1，2，…n) 是 ( OD) 。

对 wi 的第 j 条路径上的流量。一般而言，不同

( OD) 对 wi与 wj ( i，j = 1，2，…m) 之间路径的条数可能

不一样，即矩阵 H的每行的元素个数有可能不一样。设

n是所有 ( OD) 对中路径条数最多的 ( OD) 对之间的路

径条数，即矩阵 H的行向量中元素个数最多的行向量的

元素的个数，在行向量分量不足 n的向量里面添加一些

0 为分量即可。以下我们总假定 H是一 m × n的矩阵，

记全体 m × n矩阵为 Rmn，从而 H∈ Rmn。

λ = ( λ1，λ2，…，λm )
τ，μ = ( μ1，μ2，…，μm )

τ，g =

( g1，g2，…，gm )
τ
都是 m维列向量，其中 λ i，μ i，( i = 1，2，

…，m) 是起讫点 ( OD) 对 wi 上运输流量的约束量，即

最低和最高流量限制。gi ( i = 1，2，…，m) 是起讫点对

( OD) 上的流量总和。满足 0 ≤ λ≤ μ，0≤ g。如果令

I = ( 1，1，…，1) τ ∈ Rn，则满足下面的约束条件与需求

条件的流量 H称为是一个可行流量［1］:

HI = g，且 λ≤ g≤ μ

将全体可行流量记为 Λ，即

Λ = {H H∈Rmn，∑
n

j =1
hwi

j = gi，λi ≤ gi ≤ μi，i = 1，2，…m}

当 H1，H2 ∈ Λ，α∈［0，1］时，有:

［H1 + α( H2 － H1) ］I =

H1 I + α( H2 I － H1 I) =

g + α( g － g) = g

所以，以下假设 Λ是非空的闭凸集。



用 C: Λ→ Rmn表示运输网络中运输流量的成本函

数。所谓均衡原理，就是在连接每个起讫点 ( OD) 对 wi

的所有被使用的路径上有相同的成本，且小于或等于任

何未被使用的路径上的成本
［5］。即对任意 wi ∈ W，由

Cwi

s ( H) ＜ Cwi

t ( H) 成立，可得出 hwi

s = μ 或 hwi

t = λ。当运

输网络中的流量达到均衡时，整个网络的成本将会最

小。所以，讨论成本的最小化可归结为寻找网络中流量

的均衡问题。而均衡原理又等价于对任 H∈ Λ均有下

式成立:

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
Cij ( H

* ) ( hwi

j － h* wi

j ) ≥ 0

当 A = ( aij ) ，B = ( bij ) ∈ Rmn时，我们规定: ［A，B］ =

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
aijbij，对应的范数为

A = (∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
a2

ij )
1
2

定义1［6］ 对于 H* ∈Λ，如果下式对任意 H∈Λ都

成立:

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
Cij ( H

* ) ( hwi

j － h* wi

j ) ≥ 0

就把 H*
叫做一个均衡流量。

引理 2［7］ 记 PΛ : Rmn → Λ是从 Rm
到 Λ的投影算

子，则对任意的 H1，H2 ∈ Rmn。有

PΛ ( H1 ) － PΛ ( H2 ) ≤ H1 － H2

即投影算子非扩张。

引理 3［7］ 下面两个结论等价:

( 1) 对于任何一个非空的闭凸集 Λ，H* ∈ Λ 是如

下变分不等式: 对任意 H ∈ Λ，∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
Cij ( H

* ) ( hwi

j －

h* wi

j ) ≥ 0，的解。

( 2) 存在 α ＞ 0，使得

H* = PΛ ( H
* － αH* )

引理 4［8］ 设 X是一个 Banach空间，F: X→ X满足

如下条件:对任意 x，y∈ X有:

F( x) － F( y) ≤ ( x － y )

其中 : ［0，+ ∞ ) →［0，+ ∞ ) 是一个单调递增函数，

满足任意 α∈R+，都有 ( α) ＜ α成立．那么，存在唯一

u∈ X，使得 F( u) = u。

2 相关流量向量

关于运输网络中交通流量的各种研究中，不管是静

态还是动态、不管是离散还是连续，在同一时刻、同一道

路上一般都只考虑了只有一种运输流量的情况。即仅

用变分不等式而不是变分不等式组来考虑流量情况。

这一点往往与实际情况不相符，因为在实际生活之中，

往往要在同一时刻、同一条道路上需要安排两种及其以

上的流量。这样原先分开核算的成本函数 C( H1 ) ( 仅

与 H1 有关 ) 就变成了 C( H1，H2 ) ，C( H1，H2 ) 当然不能

简单地认为是 C( H1 ) + C( H2 ) 。这是因为，更多情况

下，当我们适当配流之后，C( H1，H2 ) 远远小于 C( H1 )

+ C( H2 ) 。所以，就很有必要考虑同一个交通运输网络

中有两种交通流量的配流问题，也就是相关流量的配置

问题。

定义 5 如果对任意的 F，G∈ Λ，都有

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
C ( 1)ij ( H1，H2 ) ( f

wi

j － h ( 1) wi

j ) ≥ 0

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
C ( 2)ij ( H1，H2 ) ( g

wi

j － h ( 2) wi

j ) ≥ 0

我们就把 ( H1，H2 ) ∈ Λ × Λ称为是一对相关运输流量。

其中 Ci (·，·) : Λ × Λ→ Rmn ( i = 1，2) 表示相关运输

流量的成本函数，其中 C1 ( H1，H2 ) 表示以 H1 为主要运

输流量的成本函数，也即单一交通流量 H1 的成本函数

C( H1 ) 加上 H2 的影响之后的成本函数。C2 ( H1，H2 ) 的

意义同样。根据前面的讨论，相关运输流量也就是使运

输网络的总成本达到最小时的流量分配向量。

定理 6 对于 ( H1，H2 ) ∈ Λ × Λ，如果存在常数 η

使得以下两式:

H1 = PΛ ( H1 － ηC1 ( H1，H2 ) )

H2 = PΛ ( H2 － ηC2 ( H1，H2 ) )

同时成立，则 ( H1，H2 ) 是相关运输流量。

证明 因为存在常数 η使得
H1 = PΛ ( H1 － ηC1 ( H1，H2 ) )

H2 = PΛ ( H2 － ηC2 ( H1，H2 ) )

根据引理 3，F，G∈ Λ，都有

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
C ( 1)ij ( H1，H2 ) ( f

wi

j － h ( 1) wi

j ) ≥ 0

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
C ( 2)ij ( H1，H2 ) ( g

wi

j － h ( 2) wi

j ) ≥ 0

所以，( H1，H2 ) 是相关运输流量。

3 主要结果

当 A，B∈ Λ时，我们定义空间 Λ × Λ 上的范数如

下:

( A，B) 1 = A + B =

(∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
a2

ij )
1
2 + (∑

m

i = 1
∑

n

j = 1
b2ij )

1
2

在该范数之下，Λ × Λ是一个 Banach空间。
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定义 7 映射 C1 ( A，B) : Λ × Λ→ Rmn 一致单调是

指:存在单调递减的函数 θ: ［0，∞ ) →［0，∞ ) ，对任意
A1，B1，A2，B2，A，B∈ Λ，都有以下两式同时成立:

［C1 ( A1，B) － C1 ( A2，B) ，A1 － A2］

≥ θ( A1 － A2 ) A1 － A2
2

［C1 ( A，B1 ) － C1 ( A，B2 ) ，B1 － B2］

≥ θ( B1 － B2 ) B1 － B2
2

定义 8 映射 C1 ( A，B) 在 Λ × Λ上是一致 Lipschitz

连续是指: 存在单调递增的函数 L: ［0，∞ ) → ( 0，∞ ) ，

使得任 A1，B1，A2，B2，A，B∈ Λ，都有:

C1 ( A1，B) － C1 ( A2，B)

≤ L( A1 － A2 ) A1 － A2 ，

C1 ( A，B1 ) － C1 ( A，B2 )

≤ L( B1 － B2 ) B1 － B2

定理 9 成本函数 Ci ( A，B) ( i = 1，2) 如果满足:

①在 Λ × Λ上 C1 ( A，B) ，C2 ( A，B) 一致单调单调;

②在 Λ × Λ上 C1 ( A，B) ，C2 ( A，B) 一致 Lipschitz连

续;

③存在 η ＞ 0，对任意 α∈［0，+ ∞ ) ，函数 ( α)

非负且单调递增，且 ( α) ＜ α。这里

( α) = {槡2［2 － 2ηθ( α) + η2L( α) ］
1
2 + ηL( α) } α

其中

θ( α) = θ1 ( α) + θ2 ( α)

L( α) = L1 ( α) + L2 ( α)

θ1 ( α) 、θ2 ( α) 和 L1 ( α) 、L2 ( α) 分别是 C1 ( A，B) ，C2 ( A，

B) 在定义 7 和定义 8 中的对应函数 θ，L。

那么，在该运输网络的可行流量空间 Λ × Λ中一定

存在相关运输流量。

证明 令 F( A，B) = ( F1 ( A，B) ，F2 ( A，B) )

其中

F1 ( A，B) = PΛ［A － ηC1 ( A，B) ］

F2 ( A，B) = PΛ［B － ηC2 ( A，B) ］

当 ( A1，B1 ) ，( A2，B2 ) ∈ Λ × Λ时

F( A1，B1 ) － F( A2，B2 ) 1 =

F1 ( A1，B1 ) － F1 ( A2，B2 ) +

F2 ( A1，B1 ) － F2 ( A2，B2 ) =

PΛ［A1 － ηC1 ( A1，B1) ］

－ PΛ［A2 － ηC1 ( A2，B2) ］

+ PΛ［B1 － ηC2 ( A1，B1) ］

－ PΛ［B2 － ηC2 ( A2，B2) ］

≤ ( A1 － A2 ) － η［C1 ( A1，B1 ) － C1 ( A2，B2) ］ +

( B1 － B2 ) － η［C2 ( A1，B1 ) － C2 ( A2，B2) ］

其中

( A1 － A2 ) － η［C1 ( A1，B1 ) － C1 ( A2，B2) ］

≤ ( A1 － A2 ) － η［C1 ( A1，B1 ) － C1 ( A2，B1) ］ +

η ［C1 ( A2，B1 ) － C1 ( A2，B2) ］

≤ A1 － A{
2

2 －

2η［C1 ( A1，B1 ) － C1 ( A2，B1 ) ，A1 － A2］+

η2 C1 ( A1，B1 ) － C1 ( A2，B1 )
2 }

1
2 +

η ［C1 ( A2，B1 ) － C1 ( A2，B2) ］

≤ { A1 － A2
2 － 2ηθ1 ( A1 － A2 ) · A1 － A2

2

+ η2L1 ( A1 － A2 ) · A1 － A2
2 }

1
2 +

η ［C1 ( A2，B1 ) － C1 ( A2，B2) ］

≤ { 1 － 2ηθ1 ( A1 － A2 ) + η2L1 ( A1 － A2 ) }
1
2 ·

A1 － A2 + ηL1 ( B1 － B2 ) · B1 － B2 ( 1)

同理，有

( B1 － B2 ) － η［C2 ( A1，B1 ) － C2 ( A2，B2) ］

≤ { 1 － 2ηθ2 ( B1 － B2 ) + η2L2 ( B1 － B2 ) }
1
2 ·

B1 － B2 + ηL2 ( A1 － A2 ) · A1 － A2 ( 2)

当 a，b∈ R+
时，有槡 槡a + b≤ 2( a + b槡 ) 将( 1) 、( 2) 两

式左右相加得:

F( A1，B1 ) － F( A2，B2 ) 1

≤槡2［2 － 2ηθ( A1 － A2 + B1 － B2 ) +

η2L( A1 － A2 + B1 － B2 ) ］
1
2 ·

( A1 － A2 + B1 － B2 )

+ ηL( A1 － A2 + B1 － B2 ) ·

( A1 － A2 + B1 － B2 ) ( 3)

( 3) 中的 θ = θ1 + θ2，L = L1 + L2。

从而

F( A1，B1 ) － F( A2，B2 ) 1

≤槡2［2 － 2ηθ( ( A1，B1 ) － ( A2，B2 ) 1 ) +

η2L( ( A1，B1 ) － ( A2，B2 ) 1) ］
1
2 ·

( A1，B1 ) － ( A2，B2 ) 1

+ ηL( ( A1，B1 ) － ( A2，B2 ) 1 ) ·

( A1，B1 ) － ( A2，B2 ) 1

令 ( α) = 槡2［2 － 2ηθ( α) + η2L( α) ］
1
2 α + ηL( α) α

= {槡2［2 － 2ηθ( α) + η2L( α) ］
1
2 + ηL( α) } α

根据已知条件，对任意 α∈［0，+ ∞ ) 都有 ( α) ＜ α。

根据引理 4，存在 ( A，B) ∈ Λ × Λ，使得
F( ( A，B) ) = ( A，B)
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即

PΛ［A － ηC1 ( A，B) ］ = A

PΛ［B － ηC2 ( A，B) ］ = B

所以，( A，B) ∈ Λ × Λ就是相关运输流量．根据上述讨

论，( A，B) 也就是运输网络中流量成本达到最小时的

流量分。
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Application of Variational Inequalities in Transportation Networks

HUANG Yuan
( College of Economics，Southwest University for Nationalities，Chengdu 610041，China)

Abstract: Based on the definition of equilibrium and the equivalent variational inequalities，two different but related
flows in transportation networks are analyzed，and then existence conditions of the relevant flows are put forward，i． e，the
conditions on which cost of the flows in the transportation networks is the smallest．
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