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可换环上严格上三角矩阵代数的拟导子

关 琦，郑 婷

（中国矿业大学理学院，江苏 徐州 ２２１００８）

　　摘　要：设Ｒ为任意的含幺可换环，Ｎｎ（Ｒ）为 Ｒ上所有上三角矩阵组成的结合 Ｒ－代数，对于
Ｎｎ（Ｒ）上的线性变换φ，若存在线性变换珔φ使得对任意ｘ，ｙ∈Ｒ均有珔φ（ｘｙ）＝φ（ｘ）ｙ＋ｘφ（ｙ），则称φ
为Ｎｎ（Ｒ）上的拟导子。文章给出了Ｎｎ（Ｒ）上任一拟导子的具体形式，对导子的概念进行了推广。
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引 言

Ｌｅｇｅ和Ｌｕｋｓ在文献［１］中首次引入了李代数上拟
导子的概念，设Ｌ为李代数，φ∈ Ｈｏｍ（Ｌ，Ｌ），若存在 珔φ
∈Ｈｏｍ（Ｌ，Ｌ），对任意的ｘ，ｙ∈Ｌ都有

珔φ（［ｘ，ｙ］）＝［φ（ｘ），ｙ］＋［ｘ，φ（ｙ）］
则称φ为Ｌ上的拟导子。且Ｌｅｇｅ和Ｌｕｋｓ完全决定了域
上由权空间张成的一类李代数。文献［２］决定了可换半
环上上三角矩阵代数自同构的具体形式。文献［３－６］
中给出了可换环上一类代数的导子和若当导子的具体

形式。李娜娜，文献［７］决定了全矩阵代数上的拟导子。
本文研究严格上三角矩阵代数上的拟导子，给出了可换

环Ｒ上严格上三角矩阵代数 Ｎｎ（Ｒ）上任一拟导子的具
体形式，彻底推广了文献［４］的结论。

定义１ 设Ｒ为任意的含幺可换环，Ａ为 Ｒ上的代
数。φ为Ａ上的映射，若存在线性映射珔φ：Ａ→Ａ对任意的
ａ，ｂ∈Ａ，均有珔φ（ａｂ）＝φ（ａ）ｂ＋ａφ（ｂ），则称φ为Ａ上
的拟导子。

显然，若φ为Ａ上的导子，则 φ一定为 Ａ上的拟导
子，可见拟导子是导子概念的推广。但反过来，若φ是Ａ
上的拟导子，那么若φ是Ａ上的导子吗？以下例子给出
了否定的答案。

例１ 纯量映射 存在ａ∈Ｒ，定义映射

φａ：Ｎｎ（Ｒ）→Ｎｎ（Ｒ），ｘ｜→ａｘ
取 珔φ＝２φａ，则由拟导子的定义容易得出φａ是一个拟导

子，当且仅当ａ＝０时它是导子。

１ Ｎｎ（Ｒ）的标准拟导子

首先介绍本文中将用到的一些记号。设 Ｒ为含幺
可换环，ｎ为任意正整数。用 Ｍｎ（Ｒ）（Ｎｎ（Ｒ））Ｄｎ（Ｒ））
表示Ｒ上所有ｎ×ｎ矩阵（严格上三角矩阵，对角矩阵）
组成的代数。对任意的１≤ｉ＜ｊ≤ｎ，Ｅｉｊ∈Ｍｎ（Ｒ）表
示只有（ｉ，ｊ）分量是１，其余分量全为０的ｎ阶方阵。对

任意的ｘ∈Ｎｎ（Ｒ），可写ｘ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ａｉｊＥｉｊ，其中ａｉｊ∈Ｒ。

令

αｉ＝∑
ｎ

ｌ＝ｉ＋１
ＲＥｉｌ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１

βｊ＝∑
ｊ－１

ｋ＝１
ＲＥｋｊ，ｊ＝２，３，…，ｎ

构造Ｎｎ（Ｒ）的几个标准拟导子：
（１）内导子：若ｘ∈Ｎｎ（Ｒ），那么映射ａｄｘ：Ｎｎ（Ｒ）

→Ｎｎ（Ｒ），ｙ｜→［ｘ，ｙ］是由ｘ诱导的Ｎｎ（Ｒ）的一个导子，
称它为内导子。

（２）对角导子：若 ｈ∈ Ｄｎ（Ｒ），定义映射 Ｄｈ：
Ｎｎ（Ｒ）→Ｎｎ（Ｒ），ｙ｜→［ｈ，ｙ］，则它是由ｈ诱导的Ｎｎ（Ｒ）
的一个导子，称它为对角导子。

（３）中心拟导：设ｎ≥３，设

ｙ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ｙｉｊＥｉｊ∈Ｎ３（Ｒ）

定义映射

ηｙ：Ｎｎ（Ｒ）→Ｎｎ（Ｒ）



∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ａｉｊＥｉｊ｜→（∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ａｉｊｙｉｊ）Ｅ１ｎ

易证这是 Ｎｎ（Ｒ）的拟导子，称它为中心拟导子。一般
地，ηｙ不是Ｎｎ（Ｒ）的导子，当且仅当ｙ＝０时它为导子。

（４）可扩的拟导子：设ｆ∈Ｒ，定义映射

λｆ：Ｎｎ（Ｒ）→Ｎｎ（Ｒ）

∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ａｉｊＥｉｊ｜→∑
ｎ－１

ｋ＝１
ｆ（ｋ－１）（∑

ｊ－ｉ＝ｋ
ａｉｊＥｉｊ）

易证当取λｆ＝λｆ＋φｆ（其中 φｆ为例１中的纯量映射）
时，λｆ是Ｎｎ（Ｒ）的一个拟导子，我们称它为可扩的拟导
子，当且仅当ｆ＝０时λｆ是导子。利用上面构造的这些
标准的拟导子，刻划Ｎｎ（Ｒ）的任意拟导子。

定理１ 设Ｒ是任意的含幺可换环，Ｎｎ（Ｒ）为Ｒ上
的严格上三角矩阵组成的代数，φ是Ｎｎ（Ｒ）上的线性变
换，则φ是Ｎｎ（Ｒ）的拟导子，当且仅当

（１）ｎ＝３时，φ＝ηｙ＋Ｄｈ。
（２）ｎ≥４时，φ＝ηｙ＋Ｄｈ＋ａｄｘ＋λｆ。

其中ａｄｘ，Ｄｈ，ηｙ，λｆ分别为Ｎｎ（Ｒ）的内导子，对角导子，
中心拟导子，可扩的拟导子。

２ 引理及定理的证明

引理１ 令 Ｍｎ ＝ＲＥ１ｎ ＝｛ｒＥ１ｎ｜ｒ∈ Ｒ｝。若 φ是

Ｎｎ（Ｒ）的拟导子，则φ（Ｍｎ）Ｍｎ。
证明 设 φ是 Ｎｎ（Ｒ）的拟导子，对任意的 ｘ∈

Ｎｎ（Ｒ）均有ｘＥ１ｎ ＝Ｅ１ｎｘ＝０，由拟导子定义可知：
０＝珔φ（ｘＥ１ｎ）＝φ（ｘ）Ｅ１ｎ＋ｘφ（Ｅ１ｎ）
０＝珔φ（Ｅ１ｎｘ）＝φ（Ｅ１ｎ）ｘ＋Ｅ１ｎφ（ｘ）

由于φ（ｘ）Ｅ１ｎ ＝Ｅ１ｎφ（ｘ）＝０，可得ｘφ（Ｅ１ｎ）＝φ（Ｅ１ｎ）
ｘ＝０。由于ｘ的任意性，可知φ（Ｅ１ｎ）为Ｎｎ（Ｒ）的中心
元，即φ（Ｅ１ｎ）∈Ｍｎ。从而φ（Ｍｎ）Ｍｎ得证。

引理２ 设φ是Ｎｎ（Ｒ）的任一拟导子，则有以下结
论成立：

（１）φ（α１）α１且φ（Ｅ１ｊ）∈Ｉｊ，ｊ＝２，３，…，ｎ，其

中Ｉｊ＝∑
ｌ≥ｊ
ＲＥ１ｌ。

（２）φ（βｎ）βｎ且φ（Ｅｉｎ）∈Ｋｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，

其中Ｋｉ＝∑
ｉ

ｋ＝１
ＲＥｋｎ。

证明 （１）当１＜ｉ＜ｎ，ｉ≠ｊ时，有
Ｅｉ，ｉ＋１Ｅ１ｊ＝Ｅ１ｊＥｉ，ｉ＋１ ＝０

由拟导子的定义得：

φ（Ｅｉ，ｉ＋１）Ｅ１ｊ＋Ｅｉ，ｉ＋１φ（Ｅ１ｊ）＝０ （１）
φ（Ｅ１ｊ）Ｅｉ，ｉ＋１＋Ｅ１ｊφ（Ｅｉ，ｉ＋１）＝０ （２）
考虑（１）式，由于φ（Ｅｉ，ｉ＋１）Ｅ１ｊ＝０，故Ｅｉ，ｉ＋１φ（Ｅ１ｊ）＝０。

这说明φ（Ｅ１ｊ）的第ｉ＋１行全为０，所以φ（Ｅ１ｊ）∈α１＋

α２＋αｊ＋１。

考虑（２）式左边的第 ｉ＋１列元知 φ（Ｅ１ｊ）的第 ｉ列
元除（１，ｉ）位置外均为０，所以

φ（Ｅ１ｊ）∈α１＋ＲＥ２ｊ＋ＲＥ２ｎ＋ＲＥｊ＋１，ｎ
由 Ｅ１２Ｅ１ｊ ＝０，根据拟导子的定义有 φ（Ｅ１２）Ｅ１ｊ ＋
Ｅ１２φ（Ｅ１ｊ）＝０，可得出 φ（Ｅ１ｊ）的 （２，ｊ）和 （２，ｎ）位置
也为０，设φ（Ｅ１ｊ）≡ａｊ＋１，ｎＥｊ＋１，ｎ（ｍｏｄα１），２≤ｊ＜ｎ。
由Ｅ１，ｊ＋１Ｅ１ｊ＝０，可得

φ（Ｅ１，ｊ＋１）Ｅ１ｊ＋Ｅ１，ｊ＋１φ（Ｅ１ｊ）＝０
从而有ａｊ＋１，ｎ ＝０，即φ（Ｅ１ｊ）α１。

由引理２知要证

φ（Ｅ１ｊ）∈Ｉｊ，ｊ＝２，３，…，ｎ
只需考虑当３≤ｊ≤ｎ－１的情形。不妨设２≤ｋ≤ｊ－
１，由Ｅ１ｊＥｋｊ＝０，据拟导子定义有φ（Ｅ１ｊ）Ｅｋｊ＋Ｅ１ｊφ（Ｅｋｊ）＝０，
从而得出φ（Ｅ１ｊ）的（１，ｋ）位置均为０，所以φ（Ｅ１ｊ）∈Ｉｊ。

（２）当ｉ＝１时，由引理２易得。下面考虑ｉ＞１的
情形：

当１≤ｊ＜ｎ－１，ｊ＋１≠ｉ时，由
ＥｉｎＥｊ，ｊ＋１ ＝Ｅｊ，ｊ＋１Ｅｉｎ ＝０

知：

φ（Ｅｉｎ）Ｅｊ，ｊ＋１＋Ｅｉｎφ（Ｅｊ，ｊ＋１）＝０ （３）

φ（Ｅｊ，ｊ＋１）Ｅｉｎ＋Ｅｊ，ｊ＋１φ（Ｅｉｎ）＝０ （４）
考虑（３）式知φ（Ｅｉｎ）的第ｊ列全为０，所以φ（Ｅｉｎ）∈

βｉ－１＋βｎ－１＋βｎ。考虑⑷式左边的ｊ行元素可知φ（Ｅｉｎ）的
第ｊ＋１行除（ｊ＋１，ｎ）位置外均为０，所以

φ（Ｅｉｎ）∈ＲＥ１，ｉ－１＋ＲＥ１，ｎ－１＋ＲＥｉ，ｎ－１＋βｎ
由于 ＥｉｎＥｎ－１，ｎ ＝０，据拟导子定义可得 φ（Ｅｉｎ）Ｅｎ－１，ｎ ＋
Ｅｉｎφ（Ｅｎ－１，ｎ）＝０，从而可知φ（Ｅｉｎ）的（１，ｎ－１）和（ｉ，
ｎ－１）也均为０。因此可设

φ（Ｅｉｎ）≡ａ１，ｉ－１Ｅ１，ｉ－１（ｍｏｄβｎ），１≤ｉ≤ｎ－１
由ＥｉｎＥｉ－１，ｎ ＝０易得ａ１，ｉ－１ ＝０。即

φ（Ｅｉｎ）∈βｎ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１
要证φ（Ｅｉｎ）∈Ｋｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，由以上证明只

需考虑１＜ｉ≤ｎ－２的情况即可。假设ｉ＋１≤ｋ≤ｎ－
１，由ＥｉｋＥｉｎ ＝０得 φ（Ｅｉｎ）的 （ｋ，ｎ）位置均为０，从而

φ（Ｅｉｎ）∈Ｋｉ。
定理２ 设ｎ＝３，则φ是Ｎｎ（Ｒ）的任一拟导子，当

且仅当φ＝ηｙ＋Ｄｈ，其中ηｙ和Ｄｈ分别为Ｎｎ（Ｒ）上的中
心拟导子和对角导子。

证明 由引理１和引理２的证明

φ（Ｅ１２）∈ＲＥ１２＋ＲＥ１３
φ（Ｅ１３）∈ＲＥ１３
φ（Ｅ２３）∈ＲＥ２３＋ＲＥ１３

设

φ（Ｅ１２）≡ａ１２Ｅ１２（ｍｏｄＲＥ１３）φ（Ｅ２３）≡ａ２３Ｅ２３（ｍｏｄＲＥ１３）
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令

ｈ＝ｄｉａｇ｛０，－ａ１２，－（ａ１２＋ａ２３）｝
则

（φ－Ｄｈ）（Ｅ１２）∈ＲＥ１３（φ－Ｄｈ）（Ｅ２３）∈ＲＥ１３
因此不妨设

（φ－Ｄｈ）（Ｅ１２）＝ｂ１２Ｅ１３
（φ－Ｄｈ）（Ｅ１３）＝ｂ１３Ｅ１３
（φ－Ｄｈ）（Ｅ２３）＝ｂ２３Ｅ１３

令ｙ＝ｂ１２Ｅ１２＋ｂ１３Ｅ１３＋ｂ２３Ｅ２３，则有 （φ－Ｄｈ－ηｙ）把
｛Ｅ１２，Ｅ１３，Ｅ２３｝映成０，因此有φ－Ｄｈ－ηｙ ＝０，即φ＝
Ｄｈ＋ηｙ。

定理３ 设φ是Ｎｎ（Ｒ）的任一拟导子，则存在μ∈
Ｎｎ（Ｒ）使得（φ－ａｄμ）（Ｅ１ｊ）∈ＲＥ１ｊ＋ＲＥ１ｎ，其中ｊ＝２，
３，…，ｎ；（φ－ａｄμ）（Ｅｉｎ）∈ＲＥｉｎ＋ＲＥ１ｎ，其中ｉ＝１，２，
…，ｎ－１。

证明 当ｎ≥４时，由引理１和引理２得

φ（Ｅ１ｊ）＝∑
ｎ

ｌ＝ｊ
ｃｊｌＥ１ｌ，ｊ＝２，３，…，ｎ

φ（Ｅｉｎ）＝∑
ｉ

ｋ＝１
ｃｋｉＥｋｎ，ｉ＝１，２，…ｎ－１

取μ＝－∑
ｎ－１

ｐ＝２
∑
ｎ

ｑ＝ｌ＋１
ｃｐｑＥｐｑ，则有

（φ－ａｄμ）（Ｅ１ｊ）≡
ｃｊｊＥ１ｊ（ｍｏｄＲＥ１ｎ）（φ－ａｄμ）（Ｅｉｎ）≡ｃｉｉＥｉｎ（ｍｏｄＲＥ１ｎ）
定理４ 记φ－ａｄμ＝φ１。对任意１≤ｉ＜ｊ≤ｎ，使

得（φ１－ａｄν）（Ｅｉｊ）∈ＲＥｉｊ＋ＲＥ１ｎ。
证明 首先，证明φ１（αｉ）α１＋αｉ，由定理４只需

考虑２≤ｉ≤ｎ－１的情形。对于任意ｘ∈αｉ，设φ１（ｘ）＝

∑
１≤ｋ＜ｌ≤ｎ

ｘｋｌＥｋｌ。当ｐ≠１且ｐ≠ｉ时，有Ｅ１ｐｘ＝０，所以

φ１（Ｅ１ｐ）ｘ＋Ｅ１ｐφ１（ｘ）＝０
由于φ１（Ｅ１ｐ）ｘ＝０，故Ｅ１ｐφ１（ｘ）＝０。即 φ１（ｘ）的第 ｐ
行均为０，从而φ１（ｘ）∈α１＋αｉ。由ｘ的任意性，可知

φ１（αｉ）∈α１＋αｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ－１
其次，证明 φ１（βｊ） βｊ＋βｎ，由定理４只需考虑

２≤ｊ≤ ｎ－１的情形。对任意 ｙ∈ βｊ，设 φ１（ｙ）＝

∑
１≤ｋ＜ｌ≤ｎ

ｙｋｌＥｋｌ。当ｑ≠ｊ且ｑ≠ｎ时，有ｙＥｑｎ ＝０可以得出

φ１（ｙ）的第ｑ列均为０，从而φ１（ｙ）∈βｊ＋βｎ。由ｙ的任
意性知：

φ１（βｊ）∈βｊ＋βｎ，ｊ＝２，３，…，ｎ
于是，对任意的１≤ｉ＜ｊ≤ｎ，Ｅｉｊ∈αｉ∩βｊ，则

φ１（Ｅｉｊ）∈ＲＥｉｊ＋ＲＥｉｎ＋ＲＥ１ｊ＋ＲＥ１ｎ
设

φ１（Ｅｉ，ｉ＋１）≡ａｉ，ｉ＋１Ｅｉ，ｉ＋１＋ａ１，ｉ＋１Ｅ１，ｉ＋１＋ａｉｎＥｉｎ（ｍｏｄＲＥｉｎ）
ｉ＝２，３，…，ｎ－２

取

ν＝－∑
ｎ－２

ｌ＝２
ａｌ，ｎＥｌ＋１，ｎ＋∑

ｎ－２

ｋ＝２
ａ１，ｋ＋１Ｅ１，ｋ

则有

（φ１－ａｄν）（Ｅｉ，ｉ＋１）≡ａｉ，ｉ＋１Ｅｉ，ｉ＋１（ｍｏｄＲＥ１ｎ）
ｉ＝２，３，…，ｎ－２

（φ１－ａｄν）（Ｅ１ｊ）∈ＲＥ１ｊ（ｍｏｄＲＥ１ｎ）
ｊ＝２，３，…，ｎ

（φ１－ａｄν）（Ｅｉｎ）∈ＲＥｉｎ（ｍｏｄＲＥ１ｎ）
ｉ＝２，３，…，ｎ－１

再记φ１－ａｄν＝φ２。考虑φ２（Ｅｉｊ），其中２≤ｉ≤ｎ－３，
ｉ＋２≤ｊ≤ｎ－１。因为（Ｅｉ，ｉ＋１－Ｅｉｊ）（Ｅｉ＋１，ｎ＋Ｅｊｎ）＝０，
所以

φ２（Ｅｉ，ｉ＋１－Ｅｉｊ）（Ｅｉ＋１，ｎ＋Ｅｊｎ）＋
（Ｅｉ，ｉ＋１－Ｅｉｊ）φ２（Ｅｉ＋１，ｎ＋Ｅｊｎ）＝０

由此得出φ２（Ｅｉｊ）的（１，ｊ）位置为０。同理由
（Ｅ１ｉ＋Ｅ１，ｊ－１）（Ｅｉｊ－Ｅｊ－１，ｊ）＝０

得φ２（Ｅｉｊ）的（ｉ，ｎ）位置也为０。故
φ２（Ｅｉｊ）∈ＲＥｉｊ＋Ｒ１ｎ，１≤ｉ＜ｊ≤ｎ
定理５ 存在ｈ∈Ｄｎ（Ｒ），ｔ∈Ｒ以及ｙ∈Ｎｎ（Ｒ）使

得φ２－Ｄｈ－ηｙ－λｔ＝０。
证明 由以上证明设

φ２（Ｅｉ，ｉ＋１）≡ａｉ，ｉ＋１Ｅｉ，ｉ＋１（ｍｏｄＲＥ１ｎ）其中ｉ＝１，２，…，
ｎ－１。令

ｈ＝ｄｉａｇ０，－ａ１２，…，－ ∑
ｎ－１

ｉ＝１
ａｉ，ｉ＋( ){ }１

则（φ２－Ｄｈ）（Ｅｉ，ｉ＋１）≡０（ｍｏｄＲＥ１ｎ），记φ２－Ｄｈ ＝φ３。
因此对任意的１≤ｉ＜ｊ≤ｎ，假定

φ３（Ｅｉｊ）≡ｔｉｊＥｉｊ（ｍｏｄＲＥ１ｎ）
其中ｔｉ，ｉ＋１ ＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ－１。由

（Ｅｉ，ｉ＋２＋Ｅｉ，ｉ＋１）（Ｅｉ＋２，ｉ＋３－Ｅｉ＋１，ｉ＋３）＝０
可知

φ３（Ｅｉ，ｉ＋２＋Ｅｉ，ｉ＋１）（Ｅｉ＋２，ｉ＋３－Ｅｉ＋１，ｉ＋３）＋
（Ｅｉ，ｉ＋２＋Ｅｉ，ｉ＋１）φ３（Ｅｉ＋２，ｉ＋３－Ｅｉ＋１，ｉ＋３）＝０

故ｔｉ，ｉ＋２ ＝ｔｉ＋２，ｉ＋３，其中ｉ＝１，２，…，ｎ－３，设其为ｔ，ｔ∈
Ｒ。又

（Ｅｉ，ｉ＋３＋Ｅｉ，ｉ＋２）（Ｅｉ＋３，ｉ＋４－Ｅｉ＋２，ｉ＋４）＝０
据拟导子定义可得

ｔｉ，ｉ＋３ ＝２ｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ－３
依次做下去可得出：

ｔｉ，ｉ＋４ ＝３ｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ－４
ｔｉ，ｉ＋５ ＝４ｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ－５


ｔ１，ｎ－１ ＝ｔ２ｎ ＝（ｎ－３）ｔ
构造一个可扩拟导子 λｔ使得 （φ３ －λｔ）（Ｅｉｊ）∈
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ＲＥ１ｎ，１≤ｉ＜ｊ≤ｎ。设
（φ３－λｔ）（Ｅｉｊ）＝ｙｉｊＥ１ｎ，１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

令

ｙ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

ｙｉｊＥ１ｎ

则有

（φ３－λｔ－ηｙ）（Ｅｉｊ）＝０
所以φ３－Ｄｈ－ηｙ－λｔ＝０。

综上，当ｎ≥４时，φ＝ａｄｘ＋Ｄｈ＋λｆ＋ηｙ，其中ｘ＝

μ＋ν。
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