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泊松分布参数估计的比较研究
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　　摘　要：研究了泊松分布点估计及区间估计，并证明了样本均值是参数λ的优良估计量。利用贝叶
斯统计分析方法，在取先验分布为共轭分布的情形下，给出了最大后验密度可信区间，即最短可信区间，

并通过实例与经典区间估计进行了比较。
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　　泊松分布是一种极其重要的离散型分布，常用来描
述稀有事件，如保险精算中，经常用来描述索赔次数，但

在实际问题中往往不知参数，因此如何根据抽样结果对

参数进行准确估计具有重要意义［１３］。未知参数 θ的区
间估计比点估计有明显的优势，它即给出参数真值所在

的范围，又给出该范围包含真值的可信程度。显然在置

信水平１－α确定的前提下，区间的长度越短越好。若
枢轴量的密度函数（ｐｄｆ）是对称的单峰函数，当两侧各

取
α
２时，区间的长度为最短。如果枢轴量的 ｐｄｆ非对

称，仍按对称情况确定的区间并非最短［４］。签于此，本

文研究了泊松分布点估计及区间估计，在取先验分布为

共轭分布伽玛分布的情形下，给出了最大后验密度可信

区间，即最短可信区间，最后通过实例与经典区间估计

进行了比较。

１ 泊松分布

定义１ 泊松分布Ｘ以全体自然数为一切可能值，

分布列为Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｅ－λ λ
ｋ

ｋ！，ｋ＝０，１，…，记为 Ｘ～

Ｐ（λ）。
满足下面三个条件的ｒ．ｖＸ服从泊松分布［５］：

（１）普通性：在充分小的观察单位上，Ｘ的取值最多
为１。

（２）平稳性：Ｘ的取值只与单位时间ｔ有关，而与观
察单位的位置无关。

（３）独立增量性：在某个观察单位上 Ｘ的取值与前
面各不同观察单位上Ｘ的取值均独立。

为了描述稀有事件，只含有一个参数的泊松分布往

往是第一选择。由于 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布的均值等于方差，所
以当风险集体同质时，理赔次数服从泊松分布，但实际

中，同质性保单组合的索赔次数并不完全满足此规律。

此外，保单组合中索赔次数为零保单数相对较多，主要

是保险公司采用了风险回避机制，如免赔额、无赔款优

待费率体系等，使得投保人在发生事故时，会权衡利益

得失而决定是否索赔。基于索赔次数的这些特点，引出

了调零的复合泊松分布类。

２ 点估计的比较研究

设Ｘ１，…，Ｘｎ是来自泊松分布Ｐ（λ）的样本，样本观

测值为ｘ１，…，ｘｎ，珋ｘ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ。由格里纹科定理，利

用经验分布去替换总体分布是数理统计的理论基础。

矩估计简单易行，又具有良好性质，故此方法经久不衰，

其实最简单最直接的方法往往也是最有效的方法。显

然λ的矩估计为 珋ｘ。最大似然估计的本质是样本来自使
样本出现可能性最大的那个总体，而似然函数可以衡量

样本出现概率的大小，因此需找未知参数的估计值使得

似然函数达到最大。

Ｌ（λ）＝∏ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ；λ）＝ｅ

－ｎλλｎ珋ｘ∏ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ！



令偏导等于０，可得ＬｎＬ（λ）
λ

＝－ｎ＋ｎ珋ｘ
λ
＝０，即 λ^＝珋ｘ。

可见矩估计与最大似然估计是一样的，人类追求的终极

目标就是公平与效率，同理我们追求的最终目标是找到

一个最佳统计量，尽管方法不一样，但如果最佳结果存

在则一样。

引理１［６］ 设总体Ｘ的ｐｄｆｆ（ｘ；θ）为指数型分布族，
即样本的联合ｐｄｆ具有如下形式：

∏ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ；θ）＝Ｃ（λ）ｅｘｐ｛∑ｍ

ｊ＝１
ｂｊ（λ）

Ｔｊ（ｘ１，…，ｘｎ）｝ｈ（ｘ１，…，ｘｎ）

其中θ＝（θ１，…，θｎ）
Ｔ∈Θ。如果Θ中包含一个ｍ维矩

形，而且Ｂ＝（ｂ１（θ），…，ｂｎ（θ））
Ｔ的值域包含一个ｍ维

开集，则 Ｔ＝（Ｔ１（ｘ１，…，ｘｎ），…，Ｔｎ（ｘ１，…，ｘｎ））
Ｔ是参

数θ的一个充分完备统计量。
定理１ 珋ｘ是λ的一致无偏有效估计量、一致最小方

差无偏估计量、相合估计量、充分统计量及完备统计量。

证明 （１）由于Ｅ珋ｘ＝λ，则 珋ｘ为一致无偏估计量。

（２）Ｉ（λ）＝Ｅ［Ｌｎｐ（Ｘ；λ）λ
］２ ＝Ｅ（Ｘ

λ
－１）２ ＝

Ｅ（Ｘ－λ）２

λ２
＝１
λ
，λ的任一无偏估计量 λ^都满足 Ｄ^λ≥

１
ｎＩ（λ）

＝λｎ ＝Ｄ珋ｘ，即 珋ｘ为有效无偏估计量。

（３）有效估计必是一致最小方差无偏估计。

（４）Ｐ（｜珋ｘ－λ｜≥ε）≤ １
ε２
Ｅ（珋ｘ－λ）２ ＝ λ

ｎε２
→０，

所以 珋ｘ为相合估计量。

（５）Ｌ（λ）＝∏ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ；λ）＝ｅ

－ｎλλｎ珋ｘ∏ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ！
令

Ｔ（ｘ１，…，ｘｎ） ＝
∑ｎ

ｉ＝１
ｘｉ

ｎ ，ｈ（ｘ１，…，ｘｎ） ＝
１

∏ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！
，

ｇ（Ｔ（ｘ１，…，ｘｎ）；λ）＝λ
ｎＴｅ－ｎλ，则 Ｌ（λ） ＝ｈ（ｘ１，…，

ｘｎ）ｇ（Ｔ（ｘ１，…，ｘｎ）；λ），由因子分解定理知 珋ｘ为充分统
计量。

（６）由泊松分布的可加性得 ｎ珋ｘ～Ｐ（ｎλ），设 ｇ（珋ｘ）

使得 Ｅλ（ｇ（珋ｘ））∑∞

ｋ＝０
ｇ（ｋｎ）

（ｎλ）ｋ

ｋ！ ｅ
－ｎλ ＝０，λ＞０，

即∑∞

ｋ＝０
ｇ（ｋｎ）

（ｎλ）ｋ

ｋ！ ｅ
－ｎλ ＝０，λ＞０，上述幂级数对

一切λ＞０恒收敛０，只能系数全为０，可见Ｐλ（ｇ（珋ｘ））＝
０，λ＞０，故 珋ｘ为充分统计量。

也可证明如下：

Ｌ（λ）＝∏ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｘｉ；λ）＝ｅ

－ｎλλｎ珋ｘ∏ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ！
＝

ｅ－ｎλｅｘｐ｛ｎ珋ｘｌｎλ｝ １

∏ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！
＝

Ｃ（λ）ｅｘｐ｛∑ｍ

ｊ＝１
ｂｊ（λ）Ｔｊ（ｘ１，…，ｘｎ）｝ｈ（ｘ１，…，ｘｎ）

其中Ｃ（λ）＝ｅ－ｎλ，ｈ（ｘ１，…，ｘｎ）＝
１

∏ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！
，Ｔ（ｘ１，…，

ｘｎ）＝珋ｘ，ｂ（λ）＝ｎｌｎλ。
由引理１可知 珋ｘ为充分完备统计量。
由于泊松分布的均值与方差相等，故样本均值也是

σ２的一个估计。由于样本的信息比较分散，为了便于分
析，引入统计量对样本进行加工，而加工有好、坏之分，

为评价好坏，引入了上述统计量指标，如无偏估计保证

了没有系统误差，有效估计意味着加工的效率比较高，

没有过多的信息遗漏。估计量是一种估计的方法，而估

计值是用此方法的一次实现，二者不可混淆。

３ 区间估计的比较研究

引理２［６］ 若Ｘ～Ｂｅ（ａ，ｂ），则 Ｙ＝Ｘ／（１－Ｘ）～
Ｚ（ａ，ｂ）；若 Ｘ～Ｚ（ｎ１／２，ｎ２／２），则 Ｙ＝（ｎ２／ｎ１）Ｘ～
Ｆ（ｎ１，ｎ２）。

设Ｘ１，…，Ｘｎ是来自泊松分布Ｐ（λ）的样本，样本观

测值为ｘ１，…，ｘｎ，珋ｘ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，令ｋ＝∑ｎ

ｉ＝１
ｘｉ为样

本总计数且ｋ～Ｐ（ｎλ）。当ｋ≥１时，由方程∑ｋ－１

ｉ＝０

ｃｉ

ｉ！ｅ
－ｃ＝

１－α＋β，∑ｋ

ｉ＝０

ｄｉ

ｉ！ｅ
－ｄ ＝β可解出置信下限ｃ＝ｎλ１和

置信上限ｄ＝ｎλ２，其中ｋ为样本总计数，１－α为置信
度，０≤β≤α，０＜α＜１，则区间长度Ｌ＝ｄ－ｃ。一般

我们采用等概率法β＝α２求得ｃ，ｄ，可此时Ｌ不一定最

短。我们如何在适当的β下，使得Ｌ最短？当α给定时，

ｃ，ｄ，Ｌ都是β的函数。令ｆ（ｘ）＝∑ｍ

ｉ＝０

ｘｉ

ｉ！ｅ
－ｘ，则ｆ′（ｘ）＝－

ｍｉ

ｍ！ｅ
－ｘ ＜０，故β可唯一解出，从而ｃ，ｄ，Ｌ唯一确定。当ｋ＝

０时，显然ｃ＝０，从而β＝α可得ｄ＝－ｌｎα。当ｋ＝１

时，
ｄＬ
ｄβ
＝ｄ（ｄ－ｃ）ｄβ

＜０，于是当β＝α时，Ｌ有最小值，

此时ｃ＝０，ｅ－ｄ（１＋ｄ）＝α。当ｋ≥２，β→０ｄ→∞，

从而
ｄＬ
ｄβ
＜０；当β→α时，ｃ→０，从而

ｄＬ
ｄβ
＞０；当ｃ≤

ｋ－１，ｄ＞ｋ时，ｄ
２Ｌ
ｄβ２
≥０，故此时在（０，α）上，Ｌ的最小

值存在且唯一。泊松分布的ｐｄｆ在ｋ处有极大值，当１－
α给定时，Ｌ的最短区间（ｃ，ｄ）应包含ｋ且在附近，当α
比较小时，ｃ≤ｋ－１，ｄ＞ｋ可以满足。由上所知我们可
以采取β＝α以ｈ＝０００００１为步长向左搜索［３］，Ｌ先由
大变小，再由小变大，在最小处求得ｃ，ｄ。

由于贝叶斯统计推断利用了先验知识，往往收到较
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好的效果，尤其对于小样本。若取λ的先验分布为其共

轭分布Γ（ａ，ｂ），由于π（λ）＝ ｂａ

Γ（ａ）λ
ａ－１ｅ－ｂλ，则π（λ｜

ｘ）∝λｎ珋ｘ＋ａ－１ｅ－（ｎ＋ｂ）λ，即 λ的后验分布为 Γ（ｎ珋ｘ＋ａ，ｂ＋
ｎ珋ｘ）。又２（ｂ＋ｎ珋ｘ）λ～χ２（２（ｎ珋ｘ＋ａ）），令Ｙ＝２（ｎ珋ｘ＋

ｂ）λ，Ｐ（ｃ＜Ｙ＜ｄ）＝Ｐ（ ｃ
２（ｎ珋ｘ＋ｂ）

＜λ＜ ｄ
２（ｎ珋ｘ＋ｂ）

），

从而λ的可信水平在１－α的可信区间长度为 ｄ－ｃ
２（ｎ珋ｘ＋ｂ）

，

要使可信区间长度最短，即ｄ－ｃ最小，于是：令
Ｌ＝ｄ－ｃ＋μ［Ｆ（ｄ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））－
Ｆ（ｃ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））－１＋α］

对ｃ，ｄ求偏导并等于０可得：
Ｌ
ｃ
＝－１－μｆ（ｃ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝０

Ｌ
ｄ
＝１＋μｆ（ｄ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝０

从而有 ｆ（ｃ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝ｆ（ｄ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））。令 ｆ′（ｘ，
２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝０求得极大值点ｘ０＝２（ｎ珋ｘ＋ａ－１），当ｘ
＜ｘ０时，ｆ（ｘ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））严格单调递增；当 ｘ＞ｘ０时，
ｆ（ｘ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））严格单调递减；又因为 ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ，２（ｎ珋ｘ＋

ａ））＝ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝０，故对ｆ（ｃ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝

ｆ（ｄ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））可唯一解出ｃ＝ｇ（ｄ）。再由Ｆ（ｄ，２（ｎ珋ｘ
＋ａ））－Ｆ（ｃ，２（ｎ珋ｘ＋ａ））＝１－α可得ｄ＝珘ｄ，从而可得
ｃ＝珓ｃ，求得可信水平为 １－α的最优区间估计为

（
珓ｃ

２（ｎ珋ｘ＋ｂ）
，

珘ｄ
２（ｎ珋ｘ＋ｂ）

）。

例１ 设在１２００ｍ长的磁带上缺陷数服从Ｐ（λ），λ
的先验分布是Γ（３，１），如今对三盘磁带做检查，分别发
现２、０、６个缺陷，求λ在可信度为９５％最短可信区间［７］。

解 由题意可知ａ＝３，ｂ＝１。又因为珋ｘ＝８３，ｎ＝３，

所以λ的后验分布为Γ（１１，９），即Ｙ１８λ～χ２（２２），

从而求λ在可信度为９５％最短可信区间为（ｄ－ｃ）１８ ，由

前面推导可得ｃ＝９９５７８７，ｄ＝３５２２６６８，最短可信区
间为 （０５５３２１，１９５７０４），区间长度为１４０３８２３。若采
用等尾区间估计可得（２０４３３７２８９３６，０６１０１２８９２９７），
区间长度为１４３３２４。显然可见最大后验密度可信区间
比一般的等尾区间要短。运行程序如下：

ｆｕｎｃｔｉｏｎｙ＝ｍｙｆｕｎ１００（ｘ）
ｙ（１）＝ｃｈｉ２ｐｄｆ（ｘ（１），２２）－ｃｈｉ２ｐｄｆ（ｘ（２），２２）；
ｙ（２）＝ｃｈｉ２ｃｄｆ（ｘ（２），２２）－ｃｈｉ２ｃｄｆ（ｘ（１），２２）－９５；
ｆｏｒｍａｔｌｏｎｇ；ｘ＝［４０，７０］；
ｘ＝ｆｓｏｌｖｅ（′ｍｙｆｕｎ１００′，ｘ）ｘ／１８
ｄａｔａ；ｄ＝ｃｉｎｖ（０９７５，２２）／１８；ｐｕｔｄ＝；
ｃ＝ｃｉｎｖ（００２５，２２）／１８；ｐｕｔｃ＝；
ａ＝ｄ－ｃ；ｐｕｔａ＝；ｒｕｎ；
综上所述，实际上对于统计量的 ｐｄｆｆ（ｘ）为单峰函

数，只要取ｆ（ｄ）＝ｆ（ｃ）且Ｆ（ｄ）－Ｆ（ｃ）＝１－α就可使
得区间估计最短。
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