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关于 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程 ｘ３ ±８＝Ｄｙ２

李 娜

（西北大学数学系，西安 ７１０１２７）

　　摘　要：利用数论中同余的性质研究丢番图方程ｘ３±８＝Ｄｙ２（Ｄ＝Ｄ１ｐ，Ｄ是无平方因子的正整数，
其中Ｄ１是不能被３或６ｋ＋１之形的素数整除的正整数，ｐ是正奇素数）的解的情况，证明了当Ｄ１ ＝３，
７（ｍｏｄ８），ｐ＝３（８ｋ＋７）（８ｋ＋８）＋１时，方程ｘ３＋８＝Ｄｙ２无正整数解；当Ｄ１ ＝７（ｍｏｄ８），ｐ＝３（８ｋ＋
５）（８ｋ＋６）＋１时，ｘ３－８＝Ｄｙ２无正整数解。
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引 言

设Ｎ是全体正整数的集合，Ｄ是无平方因子的正奇

数，方程

ｘ３±８＝Ｄｙ２ｘ，ｙ∈Ｎ，ｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１ （１）

是一类基本而又重要的Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ方程，有关它的研究

可以追溯到Ｅｕｌｅｒ时代，关于方程（１）国内外一直有人在

研究。１９４２年Ｌｊｕｎｇｇｒｅｎ［１］证明了当Ｄ不能被３或６ｋ＋

１之形素数整除时，这两个方程至多有一组整数解。

１９８１年柯召和孙琦［２］证明了当 Ｄ满足上述条件，并且

Ｄ≡０，２，３（ｍｏｄ４），则方程ｘ３＋８＝Ｄｙ２无整数解，Ｄ≡
０，１，２，（ｍｏｄ４）则方程ｘ３－８＝Ｄｙ２无整数解。１９９２年

曹玉书［３］证明了当 Ｄ＝３时，方程（１）有解 （ｘ，ｙ）＝

（１１，２１），Ｄ≡５（ｍｏｄ６）时，方程ｘ３－８＝Ｄｙ２无正整数

解。乐茂华［４］证明了当Ｄ是奇素数且Ｄ＝１２ｓ２＋１，其

中ｓ是偶数，方程ｘ３－８＝Ｄｙ２无正整数解。文献［５］证

明了，当Ｄ为适合Ｄ≡５（ｍｏｄ８）的奇素数时，方程ｘ３＋

８＝３Ｄｙ２无正整数解，当Ｄ为适合Ｄ≡７（ｍｏｄ８）的奇素

数，方程ｘ３－８＝３Ｄｙ２无正整数解。本文证明了以下一

般性的结论。

１ 主要定理

定理１ 设Ｄ＝Ｄ１ｐ，这里Ｄ是无平方因子的正整

数，Ｄ１是不能被３或６ｋ＋１之形的素数整，除的正整数，

Ｄ１ ＝３，７（ｍｏｄ８），ｐ是奇素数ｐ＝３（８ｋ＋７）（８ｋ＋８）＋

１，其中ｋ是正整数，则

ｘ３＋８＝Ｄｙ２ｘ，ｙ∈Ｎｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１ （２）

无正整数解。

定理２ 设Ｄ＝Ｄ１ｐ，这里Ｄ是无平方因子的正整

数，Ｄ１是不能被３或６ｋ＋１之形的素数整除的正整数，

Ｄ１ ＝７（ｍｏｄ８），ｐ是奇素数，ｐ＝３（８ｋ＋５）（８ｋ＋６）＋

１，其中ｋ是正整数，则

ｘ３－８＝Ｄｙ２ｘ，ｙ∈Ｎｇｃｄ（ｘ，ｙ）＝１ （３）

无正整数解。

２ 定理的证明

定理１的证明：设 （ｘ，ｙ）是方程（２）的解，由方程

（２）知，ｘ与ｙ均为奇数，因为ｇｃｄ（ｘ＋２，ｘ２－２ｘ＋４）＝

１或３，故方程（２）有下列四种可能的分解：

（Ｉ）ｘ＋２＝Ｄ１ｐａ
２，ｘ２－２ｘ＋４＝ｂ２其中，ｙ＝ａｂ，

ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

（ＩＩ）ｘ＋２＝Ｄ１ａ
２，ｘ２－２ｘ＋４＝ｐｂ２，其中，ｙ＝ａｂ，

ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

（ＩＩＩ）ｘ＋２＝３Ｄ１ｐａ
２，ｘ２－２ｘ＋４＝３ｂ２，其中，ｙ＝

３ａｂ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。



（ＩＶ）ｘ＋２＝３Ｄ１ａ
２，ｘ２－２ｘ＋４＝３ｐｂ２，其中，ｙ＝

３ａｂ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

情形（Ｉ）由于ｘ为奇数，则ｘ２－２ｘ＋４＝（ｘ－１）２＋

３≡３（ｍｏｄ４），而ｂ２≡１（ｍｏｄ４），从而情形（Ｉ）无正整数

解。

情形（ＩＩ）由ａ２≡１（ｍｏｄ８），Ｄ１≡３，７（ｍｏｄ８）知ｘ＋

２＝Ｄ１ａ
２≡３，７（ｍｏｄ８），从而

ｘ≡１，５（ｍｏｄ８）

ｘ２－２ｘ＋４≡３（ｍｏｄ８） （４）

但是 ｐ≡ １（ｍｏｄ８），ｂ２ ≡ １（ｍｏｄ８），因 此 ｐｂ２ ≡

１（ｍｏｄ８），而ｘ２－２ｘ＋４＝ｐｂ２，这与方程（４）矛盾，故情

形（ＩＩ）无正整数解。

情形（ＩＩＩ）因为ａ２≡１（ｍｏｄ８），Ｄ１≡３，７（ｍｏｄ８），

ｐ≡１（ｍｏｄ８），所以ｘ＋２＝３Ｄ１ｐａ
２≡１，５（ｍｏｄ８），从而

ｘ≡３，７（ｍｏｄ８）

ｘ２－２ｘ＋４≡７（ｍｏｄ８） （５）

但是ｂ２≡１（ｍｏｄ８），而ｘ２－２ｘ＋４＝３ｂ２，这与（５）矛盾，

故情形（ＩＩＩ）无正整数解。

情形（ＩＶ）由ｘ２－２ｘ＋４＝３ｐｂ２知（ｘ－１）２＋３＝

３ｐｂ２，因为ｘ＋２＝３Ｄ１ａ
２，所以

３（Ｄ１ａ
２－１）２＋１＝ｐｂ２ （６）

从（６）式可知，方程

ｐＸ２－３Ｙ２ ＝１Ｘ，Ｙ∈Ｎ （７）

有解（Ｘ，Ｙ）＝（ｂ，Ｄ１ａ
２－１），因ｐ＝３（８ｋ＋７）（８ｋ＋８）＋

１，那么（２，１６ｋ＋１５）是方程（７）的最小正整数解，否则，若

（１，ｙ）是方程（７）的最小正整数，则 ｙ２ ＝Ｄ－１３ ＝（８ｋ＋

７）（８ｋ＋８），令
８ｋ＋７＝ｙ１

８ｋ＋８＝ｙ{
２

其中ｙ＝ｙ１ｙ２，ｙ１，ｙ２∈

Ｎ，则ｙ２－ｙ１ ＝１，而这是不可能的，因此（２，１６ｋ＋１５）

是方程（７）的最小正整数解，于是根据文献［６］中的结

果，从（６）式可得

槡ｂｐ＋（Ｄ１ａ
２－１）＝［２槡ｐ＋（１６ｋ＋１５）槡３］

ｔ（８）

其中ｔ是正奇数，由（８）式可得 ｂ≡０（ｍｏｄ２），再由（６）

式有ａ≡０（ｍｏｄ２），与ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１矛盾，因此可知情

形（ＩＶ）无正整数解。

综合四种情形的结果，定理１得证。

定理２的证明：设 （ｘ，ｙ）是方程（３）的解，由方程

（３）知，ｘ与ｙ均为奇数，因为ｇｃｄ（ｘ－２，ｘ２＋２ｘ＋４）＝

１或３，故方程（３）有下列四种可能的分解：

（Ｉ）ｘ－２＝Ｄ１ｐａ
２，ｘ２＋２ｘ＋４＝ｂ２，其中，ｙ＝ａｂ，

ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

（ＩＩ）ｘ－２＝Ｄ１ａ
２，ｘ２＋２ｘ＋４＝ｐｂ２，其中，ｙ＝ａｂ，

ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

（ＩＩＩ）ｘ－２＝３Ｄ１ｐａ
２，ｘ２＋２ｘ＋４＝３ｂ２，其中，ｙ＝

３ａｂ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

（ＩＶ）ｘ－２＝３Ｄ１ａ
２，ｘ２＋２ｘ＋４＝３ｐｂ２，其中，ｙ＝

３ａｂ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。

情形（Ｉ）由于ｘ为奇数，则ｘ２＋２ｘ＋４＝（ｘ＋１）２＋

３≡３（ｍｏｄ４），而ｂ２≡１（ｍｏｄ４），从而情形Ｉ无正整解。

情形（ＩＩ）ａ２≡１（ｍｏｄ８），Ｄ１≡３，７（ｍｏｄ８）知 ｘ－

２＝Ｄ１ａ
２≡３（ｍｏｄ８），从而

ｘ≡５（ｍｏｄ８）

ｘ２－２ｘ＋４≡３（ｍｏｄ８） （９）

但是 ｐ≡ ３（ｍｏｄ８），ｂ２ ≡ １（ｍｏｄ８），因 此 ｐｂ２ ≡

３（ｍｏｄ８），而ｘ２－２ｘ＋４＝ｐｂ２，这与方程（９）矛盾，故情

形（ＩＩ）无正整数解。

情形（ＩＩＩ）因为 ａ２≡ １（ｍｏｄ８），Ｄ１≡ ３（ｍｏｄ８），

ｐ≡７（ｍｏｄ８），所以ｘ－２＝３Ｄ１ｐａ
２≡７（ｍｏｄ８），从而

ｘ≡１（ｍｏｄ８）

ｘ２＋２ｘ＋４≡７（ｍｏｄ８） （１０）

但是３ｂ２≡３（ｍｏｄ８），而 ｘ２－２ｘ＋４＝３ｂ２，这与方程

（１０）矛盾，故情形（ＩＩＩ）无正整数解。

情形（ＩＶ）由情形（ＩＶ）成立有

３（Ｄ１ａ
２＋１）２＋１＝ｐｂ２ （１１）

从（１１）式可知，方程

ｐＸ２－３Ｙ２ ＝１Ｘ，Ｙ∈Ｎ （１２）

有解（Ｘ，Ｙ）＝（ｂ，Ｄ１ａ
２＋１），因为ｐ＝３（８ｋ＋５）（８ｋ＋

６）＋１，那么（２，１６ｋ＋１１）是方程（１２）的最小正整数

解，否则，若（１，ｙ）是方程（１２）的最小正整数，则 ｙ２ ＝

Ｄ－１
３ ＝（８ｋ＋５）（８ｋ＋６），令

８ｋ＋５＝ｙ１

８ｋ＋６＝ｙ{
２

，其中ｙ＝

ｙ１ｙ２，ｙ１，ｙ２∈Ｎ，则ｙ２－ｙ１ ＝１，而这是不可能的，因此

（２，１６ｋ＋１１）是方程（１２）的最小正整数解，于是根据文

献［６］中的结果，从（１１）式可得

槡ｂｐ＋（Ｄ１ａ
２－１）槡３＝［２槡ｐ＋（１６ｋ＋１５）槡３］

ｔ（１３）

其中 ｔ是正奇数，由（１３）式可得 ｂ≡ ０（ｍｏｄ２），再由

（１１）式有ａ≡０（ｍｏｄ２），与ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１矛盾，因此可

知情形（ＩＶ）无正整数解。

综合四种情形的结果，定理２得证。
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