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非线性分数阶微分系统边值问题正解的存在性

史小艺，陈春香，黄玲君

（中国矿业大学理学院，江苏 徐州 ２２１１１６）

　　摘　要：研究了一类非线性分数阶微分系统边值问题正解的存在性，通过利用上下解方法以及
ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理，得到了该微分系统边值问题正解存在的充分条件。
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引 言

分数阶微分系统是整数阶微分系统的延伸，在科

学工程等各个领域都有着广泛的应用。文献［１－２］
运用 ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理得到了一类分数阶微分系统
解的存在性，我们知道 ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理不能保证
得到的解是正解，然而具有实际意义的解大多是正解，

文献［３］利用上下解方法得到了如下分数阶微分方程
边值问题

Ｄα０＋ｕ（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０，０＜ｔ＜１，３＜α≤４

ｕ（０）＝ｕ′（０）＝ｕ″（０）＝ｕ″（１）＝{ ０
正解的存在性。

文献［４］同样利用上下解方法得到了如下微分系统
边值问题

－ｘ″＝ｆ（ｔ，ｙ），－ｙ″＝ｇ（ｔ，ｘ）

αｘ（０）－βｘ′（０）＝δｘ（１）＋γｘ′（１）＝０
ｙ（０）＝ａｙ（ξ１），ｙ（１）＝ｂｙ（ξ２

{
）

正解的存在性。

受文献［４］启发，考虑非线性分数阶微分系统
－Ｄα０＋ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｙ），１＜α，β≤２，ｔ∈（０，１）

－Ｄβ０＋ｙ（ｔ）＝ｇ（ｔ，ｙ）

ｘ（０）＝ｘ（１）＝ｙ（０）＝ｙ（１）＝
{

０

（１）

正解的存在性，其中

ｆ∈Ｃ（［０，１］×［０，＋∞）×［０，＋∞））
ｇ∈Ｃ（［０，１］×［０，＋∞）×［０，＋∞））

１ 预备知识和引理

定义１ 假设（ｘ，ｙ）∈Ｃ２［０，１］×Ｃ２［０，１］满足系

统（１），对ｔ∈（０，１）有ｘ（ｔ）＞０和ｙ（ｔ）＞０，则（ｘ，
ｙ）是系统（１）的一个正解。

定义２［５］ 积分Ｉｓ０＋ｆ（ｘ）＝
１
Γ（ｓ）∫

ｘ

０

ｆ（ｔ）
（ｘ－ｔ）１－ｓ

ｄｔ是Ｒｉ

ｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ型分数积分，其中 ｘ＞０，ｓ＞０，Γ（ｓ）
是ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数。

定义 ３［５］ 若 ０＜ｆ（ｘ） ＜＋∞，则 Ｄｓ０＋ｆ（ｘ） ＝

１
Γ（ｎ－ｓ）

（
ｄ
ｄｘ）

ｎ∫
ｘ

０

ｆ（ｔ）
（ｘ－ｔ）ｓ－ｎ＋１

ｄｔ是 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ

型分数导数，其中ｎ＝［ｓ］＋１，［ｓ］表示ｓ的整数部分。
令Ｅ＝Ｃ［０，１］是一个 Ｂａｎａｃｈ空间，ｘ∈ Ｅ且

ｘ＝ ｍａｘ
ｔ∈ ０，[ ]１

ｘ（ｔ）。

令Ｐ＝｛ｘ∈Ｃ［０，１］：ｘ（ｔ）≥０，ｔ∈［０，１］｝，显然
Ｐ是Ｅ的一个正规锥。文章都是在Ｅ中讨论的。

引理１［５］ 令α＞０，微分方程Ｄα０＋ｕ（ｔ）＝０有唯一

解为：ｕ（ｔ）＝ｃ１ｔ
α－１＋ｃ２ｔ

α－２＋… ＋ｃｎｔ
α－ｎ，其中ｃｉ∈Ｒ，

ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ是大于或等于α的最小整数。

引理２［５］ 令α＞０，则Ｉα０＋Ｄ
α
０＋ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ）＋ｃ１ｔ

α－１＋

ｃ２ｔ
α－２＋…＋ｃｎｔ

α－ｎ其中ｃｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ是大于或
等于α的最小整数。

引理３［５］ 若ｙ∈Ｃ［０，１］且ｙ（ｔ）≥０，则分数阶边



值问题

Ｄα０＋ｕ（ｔ）＋ｙ（ｔ）＝０，０＜ｔ＜１，１＜α≤２

ｕ（０）＝ｕ（１）＝{ ０

有唯一一个正解ｕ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ，其中

Ｇα（ｔ，ｓ）＝

［ｔ（１－ｓ）］α－１－（ｔ－ｓ）α－１

Γ（α）
，０≤ｓ≤ｔ≤１

［ｔ（１－ｓ）］α－１

Γ（α）
，０≤ｔ≤ｓ≤{ １

显然对 ｔ，ｓ∈ ［０，１］有 Ｇα（ｔ，ｓ）≥ ０且 Ｇα（ｔ，ｓ）≤
Ｇα（ｓ，ｓ）。由引理３知（ｘ，ｙ）∈Ｃ

２［０，１］×Ｃ２［０，１］是系
统（１）的解当且仅当（ｘ，ｙ）是下面非线性积分系统的解

ｘ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓ

ｙ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））
{

ｄｓ

（２）

显然非线性系统（２）等价于下列非线性积分－微分方程

Ｄα０＋ｘ（ｔ）＝－ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ）

ｘ（０）＝ｘ（１）＝
{

０
（３）

即算子方程

ｘ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，∫
１

０

Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，ｘ（τ））ｄτ）ｄｓ

ｔ∈［０，１］
定义一个非线性算子Ｔ：Ｐ→Ｐ

（Ｔｘ）（ｔ） ＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，∫
１

０

Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，ｘ（τ））

ｄτ）ｄｓ，ｔ∈［０，１］
则系统（１）解的存在性等价于非线性算子Ｔ不动点的存
在性。

假设ω（ｔ）是Ｔ的一个不动点，则系统（１）的解为
ｘ（ｔ）＝ω（ｔ）

ｙ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ω（ｓ））ｄｓ，ｔ∈［０，１{ ］

引理４ 若ｕ（ｔ）是系统（２）的一个正解，则 ｍρ（ｔ）

≤ｕ（ｔ）≤Ｍρ（ｔ），其中ρ（ｔ）＝ １
Γ（α）

ｔα－１－ｔα( )α
，ｍ，Ｍ

是常数。

证明 因为ｕ（ｔ）∈Ｃ２［０，１］，所以Ｍ′＞０使得对
ｔ∈［０，１］有 ｕ（ｔ）≤Ｍ′。令

ｍ＝ ｍｉｎ
（ｔ，ｕ）∈［０，１］×［０，Ｍ′］

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）

Ｍ ＝ ｍａｘ
（ｔ，ｕ）∈［０，１］×［０，Ｍ′］

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）

由引理３知

ｍ∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｄｓ≤ｕ（ｔ）＝

∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，∫
１

０

Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，ρ（τ））ｄτ）ｄｓ≤

Ｍ∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｄｓ

直接计算可得

ρ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）ｄｓ＝
１
Γ（α）

ｔα－１－ｔα( )α
得证。

定义４ 函数α（ｔ）是方程（３）的下解，如果α（ｔ）∈
Ｃ２［０，１］满足

－Ｄα０＋α（ｔ）≤ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ），１＜α，β≤２，ｔ∈［０，１］

α（０）≤０，α（１）≤
{

０

定义５ 函数β（ｔ）是方程（３）的下解，如果β（ｔ）∈
Ｃ２［０，１］满足

－Ｄα０＋β（ｔ）≥ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ），１＜α，β≤２，ｔ∈［０，１］

β（０）≥０，β（１）≥
{

０

本文有以下假设：

（Ｈ１）ｆ∈Ｃ（［０，１］×［０，＋∞）×［０，＋∞）），对任
一固定ｔ∈ ［０，１］，ｆ（ｔ，ｙ）是 ｙ的不减函数，对 ｋ∈
（０，１），存在常数μ＞０，对（ｔ，ｙ）∈［０，１］×［０，＋

∞）满足ｋμｆ（ｔ，ｙ）≤ｆ（ｔ，ｋｙ）。
（Ｈ２）ｇ∈Ｃ（［０，１］×［０，＋∞）×［０，＋∞）），对

任一固定ｔ∈［０，１］，ｇ（ｔ，ｘ）是ｘ的不减函数，对ｋ∈
（０，１），存在常数μ＞０，对（ｔ，ｘ）∈［０，１］×［０，＋

∞）满足ｋμｇ（ｔ，ｘ）≤ｇ（ｔ，ｋｘ）。

２ 主要结果

定理 １ 若 ｆ（ｔ，ｙ）满足 （Ｈ１）以及 ｇ（ｔ，ｘ）满足

（Ｈ２），则分数阶微分系统边值问题（１）存在一个 Ｃ［０，
１］×Ｃ［０，１］正解。

证明 先证明α（ｔ）＝ｋ１ｈ（ｔ），β（ｔ）＝ｋ２ｈ（ｔ）分别
是方程（３）的上下解，

０＜ｋ１≤ｍｉｎ
１
ａ２
，（ａ１）

μ
１－{ }μ ｋ２≥ｍａｘ １ａ１，（ａ２）

μ
１－{ }μ

ａ１ ＝ｍｉｎ｛１，ｉｎｆｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）｝＞０

ａ２ ＝ｍａｘ｛１，ｍａｘｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）｝

ｈ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇα（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，∫

１

０
Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，ρ（τ））ｄτ）ｄｓ
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由引理３知，ｈ（ｔ）是下列方程的一个正解

Ｄα０＋ｘ（ｔ）＋ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ）＝０

０＜ｔ＜１，１＜α，β≤２，ｘ（０）＝ｘ（１）＝
{

０
由引理４知

ａ１ρ（ｔ）≤ｈ（ｔ）≤ａ２ρ（ｔ），ｔ∈［０，１］
即

０＜ｋ１ａ１≤
α（ｔ）
ρ（ｔ）≤

ｋ１ａ２≤１

０＜ １
ｋ２ａ２

≤ ρ（ｔ）β（ｔ）≤
１
ｋ２ａ１

≤１

（ｋ１ａ１）
μ≥ｋ１，（ｋ２ａ２）

μ≤ｋ２
因此有

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ）＝

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，
α（ｓ）
ρ（ｓ）

·ρ（ｓ））ｄｓ）≥

ｆ（ｔ，（ｋ１ａ１）
μ∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）≥

ｆ（ｔ，ｋ１∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）≥

（ｋ１）
μｆ（ｔ，∫

１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）

ｋ２ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）＝

ｋ２ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，
ρ（ｓ）
β（ｓ）

·β（ｓ））ｄｓ）≥

ｋ２ｆ（ｔ，（ｋ２ａ２）
－μ∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）≥

ｋ２ｆ（ｔ，（ｋ２）
－１∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）≥

ｋ２·（ｋ２）
－μｆ（ｔ，∫

１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）≥

（ｋ２）
μ·（ｋ２）

－μｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）＝

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）

则有

－Ｄα０＋α（ｔ）＝ｋ１ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）≤

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ）

Ｄα０＋β（ｔ）＝ｋ２ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ρ（ｓ））ｄｓ）≥

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）

因为α（ｔ）＝ｋ１ｈ（ｔ），β（ｔ）＝ｋ２ｈ（ｔ）满足系统（５）
的边界条件，所以 α（ｔ）＝ｋ１ｈ（ｔ），β（ｔ）＝ｋ２ｈ（ｔ）分别
是方程（３）的下解和上解。

下面证明边值问题有一个正解。

Ｄα０＋ｘ（ｔ）＝－Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ）），０＜ｔ＜１，１＜α≤２

ｘ（０）＝ｘ（１）＝{ ０
（４）

其中

Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））＝

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ），ｘ（ｔ）＜α（ｔ）

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ），α（ｔ）≤ｘ（ｔ）≤β（ｔ）

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ），α（ｔ）＞β（ｔ













）

（５）

定义算子Ａ：Ｃ２［０，１］→Ｃ２［０，１］如下：

Ａｘ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇα（ｔ，ｓ）Ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ

显然算子Ａ的不动点即为系统（４）的解。
首先，因为ｆ，ｇ和 Ｇ（ｔ，ｓ）在 ［０，１］上是连续的，所

以算子Ａ是连续的。由系统（５）及ｆ（ｔ，ｙ）是ｙ的不减函
数，ｇ（ｔ，ｘ）是ｘ的不减函数知：

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ）≤

Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））≤

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）

所以存在一个正数Ｍ′使得 Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））≤Ｍ′，所以算

子Ａ是一致有界的。
另一方面由于Ｇ（ｔ，ｓ）在 ［０，１］×［０，１］上是连续

的，所以它在［０，１］×［０，１］上是一致连续的。对所有
的ｘ（ｔ）∈Ｃ２［０，１］及０≤ｔ１ ＜ｔ２≤１有

Ａｘ（ｔ１）－Ａｘ（ｔ２）≤

∫
１

０
Ｇα（ｔ１，ｓ）－Ｇα（ｔ２，ｓ）ｆ（ｓ，∫

１

０

Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，ｘ（τ））ｄτ）ｄｓ≤

ｔα－１２ －ｔα－１１ ｆ（ｓ，∫
１

０

ｆ（ｓ，∫
１

０

Ｇβ（ｓ，τ）ｇ（τ，β（τ））ｄτ））ｄｓ

所以算子Ａ是等度连续的。
由Ａｓｃｏｌｉ－Ａｒｚｅｌａ定理知 Ａ是紧算子。由 Ｓｃｈａｕｄｅｒ

不动点定理知Ａ有一个不动点 ｘ，即 Ａｘ ＝ｘ，即系
统（５）有一个解。

若要证明方程（３）有一个正解，只需证明 α（ｔ）≤
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ｘ（ｔ）≤β（ｔ），ｔ∈［０，１］。
令ｚ（ｔ）＝β（ｔ）－ｘ（ｔ），ｔ∈［０，１］，设ｘ（ｔ）是系

统（４）的一个解，由ｆ（ｔ，ｙ）是ｙ的不减函数，ｇ（ｔ，ｘ）是ｘ
的不减函数知：

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，α（ｓ））ｄｓ）≤

Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））≤

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）

其中ｔ∈［０，１］，则

－Ｄα０＋ｚ（ｔ）≥ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，β（ｓ））ｄｓ）－

ｆ（ｔ，∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ
（ｓ））ｄｓ）

ｚ（０）＝ｚ（１）＝













０
由引理３知ｚ（ｔ）≥０，即ｘ（ｔ）≤β（ｔ），ｔ∈［０，１］，同
理可得α（ｔ）≤ ｘ（ｔ），ｔ∈ ［０，１］，所以 ｘ（ｔ）是方程
（３）的一个正解，即微分系统（１）的解为

ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝∫
１

０

Ｇβ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｘ
（ｓ））ｄｓ，ｔ∈［０，１{ ］

由此完成定理１的证明。
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