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四阶特征值问题正解的存在性

张 宁，史小艺，杨 丛

（中国矿业大学理学院，江苏 徐州 ２２１１１６）

　　摘　要：文章讨论了四阶常微分方程特征值问题的正解的存在性，在一定条件下，利用不动点指数
和锥拉伸与锥压缩不动点定理，得到了该四阶特征值问题正解存在的充分条件。
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引 言

弹性梁的形变在数学上是由四阶常微分方程
ｄ４ｘ
ｄｔ４
＝

ｆ（ｔ，ｘ，ｘ″）来描述的。多年来，国内外许多学者对该方程
的边值问题解的存在性和唯一性方面进行了广泛的研

究。对ｆ含有弯曲矩ｕ″的一般情形，文献［１－３］中，对ｆ
的增长阶作了较强的限制，或者要求 ｆ满足一定的单调
性条件。对 ｆ不含弯矩形 ｕ″的特殊情形已有深入研
究［４５］，然而对非线性方程的特征值问题的研究不多。

本文研究了带两个参数四阶特征值问题

ｙ（４）＋βｙ″－αｙ＝λφ（ｘ）ｆ（ｘ，ｙ），ｘ∈（０，１），λ＞０
ｙ（０）＝ｙ（１）＝ｙ″（０）＝ｙ″（１）＝{ ０

（１）
解的存在性。其中假设条件如下：

（ａ）：ｆ：［０，１］×［０，∞）→［０，∞）连续；φ：［０，１］
→［０，∞）连续，且φ（ｔ）＞Ｋ＞０（Ｋ常数）。

（ｂ）：α，β∈Ｒ满足β≤２π２，α≥－β
２

４，
α
π４
＋β
π２
≤１。

（ｃ）：ｆ（ｘ，ｙ）对于所有的ｘ∈［０，１］关于ｙ非减。
（ｄ）：对于所有的ｘ∈［０，１］，ｆ（ｘ，０）＞ｃ＞０，其中

ｃ是一个数。

（ｅ）：ｆ∞ ＝ｌｉｍｙ→∞
ｆ（ｘ，ｙ）
ｙ ＝∞对于任意的ｘ∈［０，１］

成立。

利用锥拉伸和锥拉伸不动点定理，证明了问题（１）
正解的存在性。

１ 预备知识和引理

设ｒ∈Ｒ，考虑线性二阶边值问题：
－ｙ″＋ｒｙ＝０，ｙ（０）＝ｙ（１）＝０ （２）

显然当ｒ＞－π２时，方程（２）没有非零解，故存在 Ｇｒｅｅｎ
函数，记为Ｇｒ（ｘ，ｓ）（０≤ｘ，ｓ≤１）。取Ｅ为Ｃ［０，１］按范
数 ｙ＝ｍａｘ

０≤ｘ≤１
｜ｙ（ｘ）｜构成的Ｂａｎａｃｈ空间，令ｒ１，ｒ２是多

项式Ｐ（ｒ）＝ｒ２＋βｒ－α＝０的两个根。即

ｒ１ ＝
－β－ β２＋４槡 α

２ ，ｒ２ ＝
－β＋ β２＋４槡 α

２

由于（ｂ），易证ｒ２≥ｒ１＞－π
２。令ωｉ＝ ｜ｒｉ槡 ｜，ｒ＝

１，２，
Ｇｉ（ｘ，ｓ）＝
ｓｉｎωｉｘｓｉｎωｉ（１－ｓ）

ωｉｓｉｎωｉ
，０≤ｘ≤ｓ≤１

ｓｉｎωｉｓｓｉｎωｉ（１－ｘ）
ωｉｓｉｎωｉ

，０≤ｓ≤ｘ≤{ １

，－π２ ＜ｒｉ＜０

ｘ（１－ｓ），０≤ｘ≤ｓ≤１
ｓ（１－ｘ），０≤ｓ≤ｘ≤{ １

，ｒｉ＝０

ｓｉｎｈωｉｘｓｉｎｈωｉ（１－ｓ）
ωｉｓｉｎωｉ

，０≤ｘ≤ｓ≤１

ｓｉｎｈωｉｓｓｉｎｈωｉ（１－ｘ）
ωｉｓｉｎｈωｉ

，０≤ｓ≤ｘ≤{ １

，ｒｉ＞



















０

从Ｇｉ（ｘ，ｓ）的表达式上可以发现对于任意的 ｘ，ｓ∈ （０，
１）都有Ｇｉ（ｘ，ｓ）＞０。

引理１［６］ 设（ａ），（ｂ）成立，则对任意的ｇ∈Ｅ，问题



ｙ（４）＋βｙ″－αｙ＝ｇ（ｘ），ｘ∈（０，１）
ｙ（０）＝ｙ（１）＝ｙ″（０）＝ｙ″（１）＝{ ０

（３）

存在唯一解

ｙ（ｘ）＝∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓｄτ （４）

特别地，当ｇ（ｘ）≥０时，ｙ（ｘ）≥０，ｘ∈［０，１］。
令当 －π２ ＜ｒ１ ＜０时，

φ１（ｘ）＝
ｓｉｎω１ｘ
ｓｉｎω１

，φ２（ｘ）＝
ｓｉｎω１（１－ｘ）
ｓｉｎω１

当ｒ１ ＝０时，
φ１（ｘ）＝ｘ，φ２（ｘ）＝１－ｘ

当ｒ１ ＞０时，

φ１（ｘ）＝
ｓｉｎｈω１ｘ
ｓｉｎｈω１

，φ２（ｘ）＝
ｓｉｎｈω１（１－ｘ）
ｓｉｎｈω１

当 －π２ ＜ｒ１ ＜０时，

ψ１（ｘ）＝
ｓｉｎω２ｘ
ｓｉｎω２

，ψ２（ｘ）＝
ｓｉｎω２（１－ｘ）
ｓｉｎω２

当ｒ１ ＝０时，
ψ１（ｘ）＝ｘ，ψ２（ｘ）＝１－ｘ

当ｒ１ ＞０时，

ψ１（ｘ）＝
ｓｉｎｈω２ｘ
ｓｉｎｈω２

，ψ２（ｘ）＝
ｓｉｎｈω２（１－ｘ）
ｓｉｎｈω２

ｈ（ｘ）＝ｍｉｎ ψ１（ｘ）
ψ１（ｘ）

，
ψ２（ｘ）
ψ２（ｘ

{ }
）
，ｘ∈［０，１］

引理 ２［６］ 如果存在 ｘ０ ∈ （０，１），使得 ｙ ＝

ｙ（ｘ０），则
Ｇ２（ｘ，ｓ）
Ｇ２（ｘ０，ｓ）

≥ｈ（ｘ），ｘ∈（０，１），ｓ∈（０，１）。

引理３［６］ 设（ａ），（ｂ）成立，则对任意ｇ∈Ｅ，ｇ≥０，
问题（３）的唯一解ｙ满足

ｙ（ｘ）≥ ｙｈ（ｘ），ｘ∈［０，１］

令ｒ＝ｍｉｎ｛ｈ（ｘ）：ｘ∈［δ，１－δ］｝，δ∈（０，１２），易知

ｒ＞０，唯一解ｙ满足ｙ（ｘ）≥ｒｙ，ｘ∈［δ，１－δ］。

令 Ｐ＝｛ｙ∈Ｐ：ｙ≥０，ｍｉｎ
δ≤ｘ≤１－δ

｛ｙ（ｘ）｝≥ｒｙ｝，则Ｐ

是Ｅ的一个锥。
定义算子：

Ａλ：Ａλｙ（ｘ）＝λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓｄτ

引理４［６］ Ａλ（Ｐ）Ｐ且Ａλ：Ｐ→Ｐ全连续的。
引理５［６］ 如果（ａ）－（ｅ）成立，令
Ｓλ ＝｛ｙ∈Ｐ：Ａλｙ＝ｙ，λ∈Ｉ｝
其中Ｉ［ａ，＋∞），ａ＞０是一个常数。则存在常

数ＣＩ使得 ｙ＜ＣＩ对于所有的ｙ∈Ｓλ成立。

引理６［６］ 如果（ａ）－（ｅ）成立，令 Λ＝｛λ＞０：Ａλ
在Ｐ上至少有一个不动点｝，则 Λ有界。并且设 λ＝
ｓｕｐΛ，则Λ＝（０，λ］。

证明 （１）假设存在 Ａλ对应于 λｎ的不动点序列

｛ｙｎ｝∞ｎ＝０，有ｌｉｍｎ→∞λｎ ＝∞。由引理 ５，存在 Ｃ＞０使得

ｙｎ ＜Ｃ．（ｎ＝０，１，２，．．．）。由（ｃ）和（ｄ），取ｅ＞０，使

得ｆ（ｘ，０）＞ｅＣ，故ｆ（ｘ，ｙｎ）＞ｅＣ，ｘ∈［０，１］。
令ｍ＝ｍｉｎ

ｘ∈［０，１］
ｙ（ｘ）＞０，有

ｙｎ（ｘ）＝λｎ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙｎ（ｓ））ｄｓｄτ＞

λｎｅＣＫ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）ｄｓｄτ＝

λｎｅＣＫｙ（ｘ）≥λｎｅＣＫｍ

即Ｃ≥ ｙｎ ≥ｙｎ≥λｎｅＣＫｍ，故λｎ≤
１
ｅＫｍ，矛盾，故Λ

有界。

（２）不妨设 ｛λｎ｝∞ｎ＝１是一个非减序列，令 λ ＝
ｌｉｍ
ｎ→∞
λｎ，设ｙｎ∈Ｐ是Ａλｎ对应于λｎ（ｎ＝１，２，．．．）的不动

点。由引理５，｛ｙｎ｝∞ｎ＝１一致有界，故存在收敛的子列，不

妨仍记为｛ｙｎ｝∞ｎ＝１，收敛到ｙ∈Ｐ，

ｙｎ ＝ λｎ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙｎ（ｓ））ｄｓｄτ

等式两边同时取当ｎ→∞时的极限，

ｙ＝λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ）ｄｓｄτ

故Ａλ有一个不动点ｙ，故λ∈Λ。
引理７［６］ 设Ｅ为Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ是一个锥。Ω是Ｅ

的一个有界开集，其边界为Ω，θ∈Ω，Ａ：Ｐ∩Ω→Ｐ是
全连续算子。如果对于任意一个ｙ∈Ω∩Ｐ和０＜ｋ≤
１使得ｋＡｕ≠ｙ，则不动点指数ｉ（Ａ，Ｐ∩Ω，Ｐ）＝１。

引理８［７］ （锥拉伸或锥压缩映射的不动点定理）：
设Ｅ为Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ＞Ｅ为闭凸锥。Ω１，Ω２为Ｅ中的

开集，θ∈Ω１Ω１Ω２。Ｑ：Ｐ∩（Ω２＼Ω１）→Ｐ为全连
续映射。若下列条件之一成立：

（１） Ｑｕ≤ ｕ，ｕ∈Ｐ∩Ω１
　　 Ｑｕ≥ ｕ，ｕ∈Ｐ∩Ω２
（２） Ｑｕ≥ ｕ，ｕ∈Ｐ∩Ω１
　　 Ｑｕ≤ ｕ，ｕ∈Ｐ∩Ω２

则Ｑ在Ｐ∩（Ω２＼Ω１）中必存在不动点。

２ 主要结果

定理１ 如果（ａ）－（ｅ）成立，那么存在 λ ＞０使
得

（１）λ＞λ 时，问题（１）没有正解；
（２）λ＝λ 时，问题（１）至少有一个正解；
（３）０＜λ＞λ 时，问题（１）至少有两个正解。
证明 （１）令λ ＝ｓｕｐ｛λ＞０：Ａλ在Ｐ上至少有一

个不动点｝。根据引理６，显然任意的λ＞λ，问题（１）
没有正解。

（２）有引理６可知，结论成立。
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（３）令λ ＝ｓｕｐ｛λ＞０：Ａλ在Ｐ上至少有一个不动
点｝。由引理６算子Ａλ 在Ｐ上有不动点。

由于ｆ（ｘ，ｙ）在［０，１］×［０，＋∞）上一致连续。任
取一个λ∈（０，λ），则存在δ＞０，使得对任意的ｘ∈

［０，１］，有ｆ（ｘ，ｙλ ＋δ）－ｆ（ｘ，ｙλ）≤ｆ（ｘ，０）（
λ

λ
－１）。

即

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ）＋δ）ｄｓｄτ－

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ））ｄｓｄτ＝

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）（ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ）＋δ）－

ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ））ｄｓｄτ－

（λ －λ）∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）

ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ））ｄｓｄτ≤（λ
 －λ）

∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，０）ｄｓｄτ－

（λ －λ）∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）

ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ））ｄｓｄτ＝（λ
 －λ）∫

１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ，τ）

Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）（ｆ（ｓ，０）－ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ））ｄｓｄτ＜０
则对算子Ａλ知：

Ａλ（ｙλ ＋δ）≤Ａλ（ｙλ）＝ｙλ ＜ｙλ ＋δ
令Ω１ ＝｛ｙ∈Ｅ：－δ＜ｙ＜ｙλ ＋δ｝，则Ω１是Ｅ的有界
开集，θ∈Ω１，Ａλ：Ｐ∩Ω１→Ｐ是全连续算子。则对ｋ＞
１和ｙ∈Ｐ∩Ω１，Ａλｙ≠ｋｙ。令ｙ∈Ｐ∩Ω１，则存在
ｘ０∈［０，１］，使得ｙ（ｘ０）＝ ｙ＝ｙλ（ｘ０）＋δ。则有

（Ａλｙ）（ｘ０）＝

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓｄτ＝

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙλ（ｓ）＋δ）ｄｓｄτ＜

ｙλ（ｘ０）＋δ＝ｙ（ｘ０）＜ｋｙ（ｘ０）
由引理７知ｉ（Ａλ，Ｐ∩Ω１，Ｐ）＝１，知Ａλ在Ｐ∩Ω１中有
一个不动点。由条件（ｅ），令０＜ｙ（ｘ０）＜ｑ，满足：对任
意的ｙ＞ｑ，有ｆ（ｘ，ｙ）≥ｍｙ，其中０＜γ＜１，

ｍ＞（λγ∫
１

０∫
１－δ

δ
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓｄτ）

－１

令 Ｒ＝ｑｒ，Ω２＝｛ｙ∈Ｐ，ｙ＜Ｒ｝，则Ａλ：ＰＲ→Ｐ全连

续。故对任意的ｘ∈［０，１］，ｙ∈Ｐ∩Ω２，
（Ａλｙ）（ｘ０）＝

λ∫
１

０∫
１

０
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓｄτ＞

λ∫
１

０∫
１－δ

δ
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓｄτ≥

ｍλγｙ∫
１

０∫
１－δ

δ
Ｇ２（ｘ０，τ）Ｇ１（τ，ｓ）φ（ｓ）ｄｓｄτ＞ ｙ

由锥拉伸或锥压缩映射的不动点定理：Ａλ 在 Ｐ∩
（Ω２＼Ω１）中必存在不动点。故０＜λ＜λ

 时，Ａλ在Ｐ

∩Ω１中有一个不动点，在Ｐ∩（Ω２＼Ω１）中有另外一个
不动点，即问题（１）至少有两个正解。

参 考 文 献：

!"# EJ1BW0[BM?2 E D%O\0N1?;I? B;M @;0P@?;?NN 12?:K?/N J:K

J:@K12


:KM?K W:@;MBK< LBH@? GK:WH?/N !&#% &%8B12%E;BH%

BGGH%"6-4$""4'*"3


*(4%

!(# ]B;C ]%^:@K12


:KM?K 1Q:


G:0;1 W:@;MBK< _BH@? TK:WH?/

!&#%&%TK:I%E/?K%8B12%.:I%"6--$")*'"73


"-)%

!5 # R? S:N1?K S$ ^BWK< S$8@;<B/BK?K? ^% X:;K?N:;B;I?

I:;M010:;N J:K J:@K12


:KM?K ;:;


H0;?K W:@;MBK< LBH@?

GK:WH?/N$ 0;1?K;B1 ! & #$ &% 8B12% 8B12% .I0$"66*$"7' 7(3


7*)%

!*# `@G1B S T%O\0\1?;I? B;M @;0P@?;?NN D?N@H1N J:K B W?;


M0;C :J B; ?HBN10I W?B/ ?P@B10:;N B1 D?N:;B;I? !& #% &%

8B12%E;BH%EGGH%"6--$"53'()-


((3%

!3# 8B D ]$=B;C > ]%a; 12? O\0N1?;I? :J T:N010L? .:H@


10:;N :J ^:@K12


:KM?K aKM0;BK< R0JJ?K?;10BH OP@B10:;!&#%

EGGH%E;BH$"663$36'((3


(5"%

!4#

迮兴业
%

一类四阶微分方程特征值问题正解的存在

性和唯一性
!R#%

吉林
'

吉林大学
$())6%

!7#

郭大钧
$

孙经先
$

刘兆理
%

非线性常微分方程泛函方

法
!8#%

山东
'

山东科学技术出版社
$())4%

ＥｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆＰｏｓｉｔｉｖｅＳｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａＦｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＥｉｇｅｎｖａｌｕｅＰｒｏｂｌｅｍｓ

ＺＨＡＮＧＮｉｎｇ，ＳＨＩＸｉａｏｙｉ，ＹＡＮＧＣｏｎｇ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＣｈｉｎａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｎｉｎｇ＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｊｉａｎｇｓｕ２２１１１６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｄｉｓｃｕｓｓｅｓｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｅｉｇｅｎ
ｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｉｎｃｅｒｔａｉｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｉｎｄｅｘａｎｄｔｈｅ
ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍｏｆｃｏｎｅｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ；ｔｈｅｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍｏｆｃｏｎｅｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕ
ｔｉｏｎ；ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

９８５第２４卷第５期　　 　　　　　　　　张 宁等：四阶特征值问题正解的存在性




