
书书书

第２４卷第５期
２０１１年１０月

四川理工学院学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ２４　Ｎｏ５



Ｏｃｔ２０１１

收稿日期：２０１１０７１３
基金项目：国家自然科学基金项目（１１０７２２０４）；四川省应用基础研究计划项目（２０１０ＪＹ００７９）；成都信息工程学院自然科学发展基金项目

（ＣＳＲＦ２００６０１）
作者简介：张志军（１９８６），男，山东济宁人，硕士生，主要从事微分方程及其应用方面的研究，（Ｅｍａｉｌ）ｚｚｊ２２７０２９４＠１６３．ｃｏｍ

文章编号：１６７３１５４９（２０１１）０５０５７５０５

一类梁的横向振动方程的稳定性分析
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　　摘　要：研究了一类梁的横向振动方程的稳定性态，使用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断得到仅含时间变量的非线性
常微分方程组。利用微分方程稳定性理论，讨论了系统平衡点的稳定性态。通过对参数的分析，得到了

系统不同类型平衡点的存在条件，并给出了数值模拟。
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　　工程中许多问题都可以归结为梁，如电线杆、电视
发射塔、风力机塔筒等，但目前对这些结构振动特性的

计算都采用有限元方法，如何快速、准确计算这类结构

的振动特性（如固有频率、模态等），是一个具有工程意

义的课题。本文利用数学、力学中的振动分析理论和定

性稳定性理论，对如下一类梁的横向振动方程的稳定性

进行了研究：
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１ 平衡点性态分析
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ηＨπ( )４

２

（ｕ１＋ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））
２（ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））］＋

ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
（ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））＋

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

３

（ｕ１＋ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））
３＋

ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

２

（ｕ１＋ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））
２（ｃ２ｕ１＋ｃ３ｕ１＋ｏ（ｕ１））＝０

（１２）
比较两边的各项系数得

ｃ２＝０，ｃ３＝
３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

４

＞０

故

ｈ（ｕ１）＝
３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·

－１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ
４

ηＨπ( )４

４

ｕ３１＋ｏ（ｕ
４
１）

于是中心流形ｗｗｃ（０，０）上的解满足

ｕ·１＝
３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

３

ｕ３１＋ｏ（ｕ
４
１）

在中心流形上的解，当ｕ１ ＞０时，ｕ
·

１ ＜０，即当ｔ→＋∞

时，ｕ１（ｔ）→０；当ｕ１ ＜０时，ｕ
·

１ ＞０，即当ｔ→＋∞时，
ｕ１（ｔ）→０。

求稳定流形

ｗｗｃ（０，０）＝｛（ｕ１，ｖ１）ｕ１＝ｈ（ｖ１），ｈ（０）＝ｈ′（０）＝０｝
设

ｈ（ｖ１）＝ｄ２ｖ１＋ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１） （１３）
代入

ｈ′（ｖ１）珋ｖ１－珔ｕ１ ＝０ （１４）
得

（２ｄ２ｖ１＋３ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１）） －
ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
ｖ１[ －

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

３

（ｖ１＋ｄ２ｖ１＋ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１））
３－ ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·

－１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ
４

ηＨπ( )４

２

（ｖ１＋ｄ２ｖ１＋ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１））
２ｖ１］－

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

３（ｖ１＋ｄ２ｖ１＋ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１））
３－ ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·

－１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ
４

ηＨπ( )４

２

（ｖ１＋ｄ２ｖ１＋ｄ３ｖ１＋ｏ（ｖ１））
２ｖ１ ＝０

（１５）
比较两边的各项系数得

ｄ２＝０
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ｄ３＝
（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·
１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４

ηＨπ( )４

２

－[ ]２
－１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

２

故

ｈ（ｖ１）＝
（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· －１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

２

－[ ]２
－１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ

４

ηＨπ( )４

２

ｖ１＋ｏ（ｖ１）

于是中心流形ｗｗｃ（０，０）上的解满足

珋ｖ１ ＝－
ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
ｖ１＋ｏ（ｖ１）

当ｖ１＞０时，珋ｖ１＜０，即当ｔ→＋∞时，ｖ１（ｔ）→０。
当ｖ１＜０时，珋ｖ１＞０，即当ｔ→＋∞时，ｖ１（ｔ）→０。
综上知：原点是汇。

定理３ 当Ｖ２ｅ ＞
Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ

３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ２

时，

（１）若Λ≥０，平衡点Ｍ１，Ｍ２是系统（７）稳定的结

点。

（２）若Λ＜０，平衡点Ｍ１，Ｍ２是系统（７）稳定的焦

点。

Λ＝ － ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
－ ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·
８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ２

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
( ２

ｖｅ－
Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ

３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ[ ])２

２

－

８π２

ａ２ ｖｅ－
Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ

３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ[ ]２
证明 当 Ｖ２ｅ ＞

Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ
３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ２

时，系统（７）有平衡点 Ｍ１，Ｍ２，二者有相同的 Ｊａｃｏｂｉ矩

阵：

　　

－ ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
ｖ１－

ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· ８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ２

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
２·ｖｅ－

２［Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ
３］

９（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ( )）
１

π２

ａ２
·ｖｅ－ Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
＋

Ｅ０Ｈ
３

１２ρ（Ｈ＋ｈ( )
）

π４

ａ４

－
９（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π

４

８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
· ８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ２

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
２·ｖｅ－

２［Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ
３］

９（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ( )）

















０

Ｔ

　　λ１·λ２ ＝
２π２

ａ２
·ｖｅ－

Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ
３

６ρ（Ｈ＋ｈ）
·

π４

ａ４
＝２π

２

ａ２ ｖｅ－
Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ

３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ[ ]２ ＞０
λ１＋λ２ ＝－

ηＨπ４

１２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
－ ηＨπ４

２ρ（Ｈ＋ｈ）ａ４
·
８ρ（Ｈ＋ｈ）ａ２

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）π
２

ｖｅ－
Ｅ（ｈ３＋３Ｈ２ｈ＋３Ｈｈ２）＋Ｅ０Ｈ

３

１２ρ（Ｈ＋ｈ）
·
π２

ａ[ ]２ ＜０
则λ１ ＜０，λ２ ＜０。

所以（１）若Λ≥０，平衡点Ｍ１，Ｍ２是系统（７）稳定的
结点。

（２）若Λ＜０，平衡点Ｍ１，Ｍ２是系统（７）稳定的焦点。

２ 数值模拟

系统简记为
珋ｐ１ ＝ａ１ｐ１＋ａ２ｑ１ａ３ｑ

３
１＋ａ４ｑ

２
１ｐ１

珋ｑ１ ＝ｐ
{

１

，系统

相图如图１～图４所示。

图１ ａ１＝－１，ａ２＝－１００，ａ３＝－５０，ａ４＝－１００系统相图
图２ ａ１＝－１００，ａ２＝－１０，ａ３＝－５０，ａ４＝－１００系统相图
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图３ ａ１＝－１，ａ２＝１０，ａ３＝－５，ａ４＝－１系统相图

图４ ａ１＝－１，ａ２＝１０，ａ３＝－１，ａ４＝－１系统相图

３ 结 论

（１）使用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断得到仅含时间变量的非线性

常微分方程组。

（２）利用微分方程稳定性理论，讨论了系统平衡点
的稳定性态，通过对参数的分析，得到了系统不同类型

平衡点的存在条件。

（３）对理论推导进行了数值模拟。
（４）系统的极限环问题还有待于研究。
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