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多轴比例加载下疲劳短裂纹扩展速度的探讨

于 强

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：多轴加载下疲劳短裂纹的研究，是近几年来才触及的一个新领域。文章分析了多轴比例载
荷与单轴载荷的等效性。提出了多轴比例加载不会改变材料力学性能的假设，在临界面上用能量密度

法，类比单轴加载的研究过程，导出了多轴比例加载下疲劳短裂纹扩展速度的计算公式。
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　　本文所研究的短裂纹，是指尺度为数十个晶粒的主
导短裂纹，（即后来会扩展成为破坏性长裂纹的短裂

纹）。当强度较高的构件承受交变载荷时，细观短裂纹

的萌生与扩展期，约占全部寿命的３０％以上，若是表面
光滑试件时，甚至会占到７０％ ～８０％ ［１］。因此对主导

短裂纹的研究有重要的工程和理论价值。就目前的研

究和实验来看，还主要在单轴加载的阶段，而实际的构

件，大多数都处于多轴加载的复杂工作状态下，关于多

轴加载的短裂纹扩展律，及其实验数据，尚有待探讨。

本文做了以下三个方面的工作：（１）分析了多轴比例加
载下，疲劳短裂纹的扩展方向，在临界上把多轴比例载

荷等效为一个单轴载荷。（２）提出了多轴比例加载不会
改变材料力学参数的假设。（３）在临界面上应用能量密
度法，类比单轴加载的研究过程，导出了多轴加载下疲

劳短裂纹扩展速度的计算公式。并借助于单轴实验数

据，列出了多轴比例加载下短裂纹扩展速率的实例方

程。

１ 短裂纹萌生和扩展的方向

１１ 短裂纹萌生和扩展的实验结果

近年来一系列的实验指出［２］：在低周疲劳中，小裂

纹的萌生与扩展从宏观来看，主要是在最大剪应变所在

的平面上进行，但也有一部分裂纹沿着垂直最大剪应变

的方向扩展。而从局部来看，则裂纹的扩展出现了之字

形的曲折途径。

如由４５号钢的标准圆柱形试件实验［３］：

（１）当纯扭交变加载时，多数裂纹萌生和扩展的位
向在与试件轴向平行和垂直的两个方向，而这正是两个

最大剪切应变所在平面的方向。

（２）当拉压交变加载时，多数裂纹萌生的位向与试
件轴线成４５度的方向，这也是最大剪切应变所在平面
的方位。而裂纹的扩展则在与试件轴线相垂直的方向，

这是垂直于最大拉应变的方位。

（３）当拉－扭交变比例加载时，裂纹主要萌生在两
个正交的最大剪切应变所在平面上，而裂纹的扩展则主

要进行在最大剪切平面和垂直于最大拉应变的平面上。

并且在两个正交的最大剪切应变所在平面中，具有较大

法向应变的那一个平面上，裂纹萌生的数目更多，扩展

成为破坏性长裂纹的机率会大于另外一个平面。

关于裂纹扩展局部出现之字形的曲折，则可认为是

材料细观组织的差异造成的［４］，如晶界、晶粒的取向、杂

质、孔洞等缺陷影响，会使裂纹向最薄弱的区域扩展的

结果。

１２ 临界面的确定

临界面是指材料被破坏的平面，也就是裂口的断裂

面，它直观地描述了裂纹萌生与扩展的方向。由于在一

个加载历程中，最大剪切应变幅度 Δγｍａｘ和这个剪切应
变幅度的两个折返点之间所具有的最大法向应变幅εｎ，

是控制多轴疲劳损伤的主要参数［５］。所以在多轴加载

下的短裂纹的研究时，选取最大剪切平面中，具有较大



法向应变的那一个平面为材料的破坏面，定义为临界

面。在临界面上把多轴问题等效为单轴问题解决，是一

种有效的处理方法。

２ 多轴比例载荷的等效及其对材料的作用
分析

２１ 多轴比例载荷等效为单轴载荷

２１１ 定性分析
由于多轴比例加载下，各个应力和应变的变化是同

步的，则其合成应变的方向是不随时间变化的，应变主

轴和最大剪切应变所在平面的方位也是不会随时间变

化的。所以完全可以用一个单轴应变来等效它。若在

临界面上应用 ＶｏｎＭｉｓｅｓ准则，就可以将最大剪切应变
和较大的法向应变合成为临界面上的等效单轴应变。

２１２ 实例说明
用拉－扭比例加载下薄壁圆管试件为例，确定其临

界面及等效应变。如图１所示。

图１ 薄壁圆管试件的微元应变

设：材料微元体在ｏ－ｘｙｚ坐标系中，ｘ－ｙ平面为试
件表面，沿ｘ轴向产生的应变表达式为：

εｘ ＝εａｓｉｎωｔ （１）
在垂直于ｘ轴的ｙ－ｚ平面上产生的剪应变表达式为：

γｘｙ ＝γａｓｉｎωｔ＝λεａｓｉｎωｔ （２）
应变比例系数：

λ＝
γａ
εａ

（３）

其中εａ为正变幅，γａ为剪应变幅。
材料微元产生的应变可以通过坐标旋转矩阵得到。

ε′＝（Ｍ）Ｔε（Ｍ） （４）

（４）式的展开式见文献［３］。从 ｏ－ｘｙｚ坐标系变换到 ｏ

－ｘ′ｙ′ｚ′坐标系中。由于在σｘｘσｙｙ≤σ
２
ｘｙ条件下时，圆柱

受损伤最严重的平面总是与自由表面相垂直［６］。若要

取与ｘ轴成θ角方向的ｘ′－ｙ′平面为可能的裂口平面，
则是先将ｘ－ｙ平面逆时针绕ｚ轴旋转θ角后，然后逆时
针旋转新的ｘ′轴使ｚ′与ｚ轴成φ＝９０°角所形成的ｘ′－
ｙ′平面，就是可能的裂口平面，（φ＝０°是试件的自由表
面）。将（１）式、（２）式和（３）式及 φ＝９０°代入（４）式
中，并考虑泊松比，则可以导出在可能断面 ｘ′－ｙ′平面

上的剪应变幅为：

γａ（θ）＝εａ［（１＋μ）ｓｉｎ２θ－λｃｏｓ２θ］ （５）
ｚ′轴方向（ｘ′－ｙ＇平面的法向）上的正应变幅为：

εｎ（θ）＝
１
２εａ［（１＋μ）（１－ｃｏｓ２θ）－λｓｉｎ２θ－２μ］ （６）

这样，就把垂直于ｘ轴的ｙ－ｚ平面上的剪应变幅和沿 ｘ
轴的正应变幅，转换成了垂直于ｚ′轴的ｘ′－ｙ′面上的剪
应变幅以及沿ｚ′轴的正应变幅。

寻找最大剪应变所在的平面，则令

γθ
θ
＝０

得到确定临界面的可能方位角为：

θｃ ＝
１
４ａｒｃｔｇ（－

１＋μ
λ
） （７）

其中参数μ为泊松比。
可见，临界面方位与时间无关，而且具有两个剪应

变互等、相互正交的最大剪应变所在的可能临界平面，

这两个平面上的法向应变幅并不一定相等，应该定义具

有较大法向应变幅的那一个θｃ平面为临界平面，即裂口
平面。

由ＶｏｎＭｉｓｅｓ准则，在临界面上的等效应变幅为：

Δεｅｑ
２ ＝ ε２ｎ＋

１
３（
Δγｍａｘ
２ ）[ ]２

１
２

＝εａ（１＋
λ２

３） （８）

其中，εｎ ＝εｍａｘ（θｃ）为临界面上的法向应变幅，Δγｍａｘ为
临界面上的最大剪应变幅度。

２２ 等效载荷对材料作用的相关分析

２１１ 材料力学参数不变的假设
由４５号钢的实验结果［７］：在多轴比例加载下的等

效载荷与单轴载荷的应力－应变曲线完全重合，本构关
系式相同。则说明，材料相关的力学参数不会改变。

这里做一个未经严格证明的假设：多轴比例加载与

单轴加载下相比较，材料的力学参数相同。则单轴实验

的力学参数就可以直接应用于多轴比例加载的研究。

２２２ 等效载荷与单轴载荷下短裂纹扩展律的相似性
分析

（１）ＭＳＣ阶段的强烈的微观结构效应相似
单轴加载实验［８９］中观测到：在若干个晶粒的尺度

范围内，微观结构短裂纹（ＭＳＣ）的尖端扩展到晶界时裂
纹的扩展会出现周期性的减速，减速的时刻为短裂纹的

尺度与晶粒相当，或者是倍数；减速的程度与晶粒的取

向有关。原因是：晶界对裂纹尖端诱发的滑移有阻碍作

用：裂纹要扩展到相邻晶粒需要足够的塑性变形；晶粒

的取向差异，使裂纹扩展驱动力减小。在这阶段中，线

弹性力学失效。

由于等效载荷并不能改变材料微观结构对裂纹扩
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展造成的阻碍作用，所以仍应具有相似的微观结构效

应。

（２）最大微观障碍尺寸ａＴ不会改变

在单轴短裂纹扩展实验［９］中，ａＴ是指短裂纹开始合
并性的扩展时，最长的短裂纹在试件表面的当量长度为

２ａＴ（如何当量尚无统一定义），它是裂纹扩展ＭＳＣ阶段
结束，进入到物理短裂纹（ＰＳＣ）阶段的开始标记；它只与
材料的微观组织结构相关，与载荷无关。因为等效载荷

的作用不会改变材料的微观组织结构，所以ａＴ值不应发
生改变。

（３）ＰＳＣ阶段裂纹的扩展律应有相似性
在单轴加载下的ＰＳＣ阶段，裂纹的扩展没有减速现

象，而是连续扩展，扩展的速度与加载水平相关。并且

初期会因为短裂纹的合并，而有加速扩展现象。随着裂

纹的增长，合并减弱，最后进入长裂纹扩展［４，９］。在这阶

段，裂纹尖端附近的材料有大范围屈服的特征，线弹性

力学失效。由于等效载荷与单轴载荷加载水平相同，力

学参数相等，所以这段扩展律应有相似性。

综上所述，多轴比例加载与单轴加载的扩展律是相

似的，力学参数是可以通用的，只是裂纹的扩展方向可

能不相同。

３ 多轴比例加载下疲劳短裂纹扩展律的导出

３１ 扩展律的基本表达式［１０］

由于线弹性力学的失效，在临界面上，裂纹尖端附

近的局部区域中，选用Ｊ积分为裂纹扩展的驱动力。利
用Ｊ积分守恒则可以方便地转换到远场进行计算。

设在一个循环下，裂纹的扩展量为［１１］：

ｄａ
ｄＮ＝ＡＪ

ｒ＋１ （９）

Ａ为材料常数。
在临界面上，材料应处于弹塑性变形阶段，Ｊ积分

与远场的总变形能密度Ｗｔ之间的关系式为：

Ｊ＝２πＹ２Ｗｔａ （１０）
其中，Ｙ为裂口的几何形状因子，ａ为裂口的长度。则
在经过一个循环时，裂纹的扩展量为：

ｄａ
ｄＮ＝Ｂ（Ｗｔａ）

ｒ＋１ （１１）

其中，ｒ为总应变能利用指数，Ｂ为与材料相关的系数。
３２ 临界面上ＭＳＣ和ＰＳＣ阶段裂纹的扩展律

（１）考虑临界面上 ＭＳＣ阶段裂纹的扩展有减速效
应，在ａＴ态时为最低速率并且与裂纹扩展的初速率 ｖｏ
直接相关。则取扩展律为：

ｄａ
ｄＮ＝ｖｏ＋

Ｗｔ
Ｋｓ
（ａ－ａＴ[ ]）ｒ１＋１

ａ≤ａＴＭＳＣ （１２）

其中，裂纹扩展的初速率：

ｖｏ ＝
Ｗｔ－Ｗｔｈ
Ｋ( )
ｏ

η

（１３）

Ｗｔｈ为载荷太小而使裂纹不扩展时的最低总能量密度门

槛值，ＫＳ为微观结构强度系数，ｒ１为ＭＳＣ段总能量密度

利用指数，Ｋ０为 ＭＳＣ段裂纹初始扩展系数，η为 ＭＳＣ
段裂纹初始扩展指数。

（２）考虑裂纹长度超过 ａＴ以后，裂纹有合并效应，
使裂纹扩展速率增加很快，进入到 ＰＳＣ阶段，这阶段也

应该有一个起始扩展速率ｖｃ，其大小直接与加载水平相
关。则取扩展律为：

ｄａ
ｄＮ＝ｖｃ＋

Ｗｔ
Ｋｖ
（ａ－ａＴ[ ]）ｒ２＋１

ａＴ≤ａＰＳＣ （１４）

其中起始扩展速：

ｖｃ＝
Ｗｔ
Ｋ( )
Ｃ

ζ

（１５）

Ｋｖ为裂纹扩展强度系数，ｒ２为ＰＳＣ阶段总应变能利用指

数，ＫＣ为ＰＳＣ阶段初始扩展律强度系数，ζ为ＰＳＣ阶段
初始扩展律强度指数。

（３）远场的总变形能密度 Ｗｔ的计算。由于只有等
效拉应力才会使裂纹张开并扩展，而等效压应力则对裂

纹的扩展无贡献。则在一个循环中，等效应力 －应变的
迟滞回线与坐标轴正向所围的面积大小就是远场总应

变能密度的有效值。当是对称循环加载时则为：

Ｗｔ＝
Ｅ
８（Δεｅｑ．ｅ）

２＋Ｋ′
（Δεｅｑ．ｐ）

ｎ′＋１

ｎ′＋１ （１６）

其中，Ｋ′为单轴循环强度系数，ｎ′为单轴循环硬化指

数，Ｅ为杨氏弹性模量，Δεｅｑ．ｅ为等效弹性应变幅度，

Δεｅｑ．ｐ为等效塑性应变幅度，总等效应变幅度为：

Δεｅｑ．ｔ＝Δεｅｑ．ｅ＋Δεｅｑ．ｐ （１７）
上述的各项系数和指数都可以从单轴实验中测定。

式（１２）和式（１４）就是多轴比例加载下疲劳短裂纹
的扩展律公式。

４ 实例分析

４１ 材料参数的确定

由于材料参数可以直接应用单轴实验的成果，则选

用文献［９］中１Ｃｒ１８Ｎｉ９Ｔｉ不锈钢漏斗形光滑标准试件，
在对称拉压等应变幅加载下，观测０－１５ｍｍ长度内的
短裂纹，所获得的单轴加载扩展律的相关力学参数。

（由于数据较多而不在这里列出）

４２ １Ｃｒ１８Ｎｉ９Ｔｉ不锈钢在多轴比例加载下的短裂纹扩
展律

将参数代入式（１２）和式（１４），则短裂纹扩展律为：
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ｄａ
ｄＮ＝

Ｗｔ( )１４４８

１５６４７

＋ Ｗｔ
０９８４５８（ａ－２０７４２９[ ]）１９３９３４

（μｍ／ｃｙｃｌｅ）　ＭＳＣ

ｄａ
ｄＮ＝

Ｗｔ
１１９１１×１０( )５

０６６９９

＋ Ｗｔ[１２２５４０８
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４３ 对公式的总结

（１）多轴比例加载的方式不同，则会使材料被破坏
的临界面方位不同，即裂纹的萌生与扩展的方向不同。

（２）若多轴比例加载的方式不同，但只要总的等效
应变幅度大小相同，则相应的总应变能密度就相同，短

裂纹的扩展速率就相同。

（３）在构件材料相同的条件下，根据多轴比例加载
的等效载荷，可以从单轴短裂纹的扩展律直接写出多轴

比例加载下的短裂纹的扩展律。

５ 结束语

文章分析了多轴比例载荷的特点，提出存在一个单

轴载荷可以与之进行全面的等效，其载荷的大小，方向，

对材料的作用效果皆与单轴载荷相同。在临界面上应

用单轴加载下的研究方法和力学参数，预言式地导出了

多轴比例加载下疲劳短裂纹的扩展律公式。该公式的

正确性程度，有待今后的实验来验证。
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