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熵定价公式的套期保值参数研究及其

在动态对冲中的应用

阮鑫丰，朱文莉

（西南财经大学经济数学学院，成都 ６１００７４）

　　摘　要：在不完全市场条件下，对熵定价公式进行推导；在此基础上，推导出熵定价公式的套期保值

参数的求解公式；并利用套期保值参数，对在熵定价模型下的动态对冲进行了研究。
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　　现代金融学经历了两次革命，分别是 １９５２年

Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ的证券组合选择理论和 １９７３年 Ｂｌａｃｋ和

Ｓｃｈｏｌｅｓ的 ＢＳ期权定价公式的问世，其中期权定价是

现代金融学一个非常重要的研究方向。Ｂ－Ｓ公式是

建立在完全市场假设的基础上推导而来的，但是实

际中的金融市场是不完全的，所以有必要找到一种

可以在不完全市场中进行期权定价的方法。熵定价

理论是一种可以适应于不完全市场下进行定价的非

常完美的方法。

熵分析方法来源于 Ｓｈａｎｎｏｎ发展的信息熵理论，他

采用了用熵来度量信息。后来由 Ｊａｙｎｅｓ进行了对熵函

数的推广，Ｂｅｎｃｈｅｎ、Ｋｅｌｌｙ、Ｓｔｕｚｅｒ、Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ、Ｊａｃｋｗｅｒｔｈ和

Ｇｕｌｋｏ等人［１１０］进一步发展了熵理论在期权定价上的运

用。在国内，邱菀华、李兴斯和周荣喜等人［１１１５］在积极

推广熵理论在我国的应用。

本文通过对文献［１１］的重新推导和论证，发现文献

［１１］对套期保值参数的求解是错误的，并且给出正确的

结论。

１ 熵定价理论

对变量假设如下：

（ⅰ）当前时刻Ｔ＝０，标的资产价格为Ｓ，到期时刻

为Ｔ＞０，敲定价格为Ｋ，到期执行价格为ＳＴ，ＳＴ∈Ｆ＝

［０，＋∞］，其方差为σ２，折现因子为Ｐ，利率为ｒ。

（ⅱ）标的资产的衍生期权在 ０时刻的价格 Ｏ ＝

ＰＥｆ［Ｖ（ＳＴ）］，Ｅｆ［·］是关于风险中性下的密度函数

ｆ（ＳＴ）的期望，Ｖ（ＳＴ）是在Ｔ时刻的支付。

（ⅲ）给定信息集Ｆ＝｛［０，＋∞］，Ｓ，Ｐ，σ２｝，假设

现在有一个恒定现金流ｘｔ＝ｘ（ｔ），且使得对ＳＴ概率密

度函数ｆ（ＳＴ）的求解化成对ｘＴ概率密度函数ｆ（ｘＴ）的求

解，ｆ（ｘＴ）表示ｘＴ在Ｆ＝［０，＋∞］下市场信念。

定义熵函数Ｈ（ｇ）＝－∫Ｆｇｌｏｇ（ｇ）ｄｘＴ表示ｘＴ＝ＳＴ的
不确定市场指数，引进 ＣＩＲ模型并进行适当修改，使得

某种标的资产的价格服从形式：

ｄｘ＝（－ｂｘ＋ｃ）ｄｔ＋ ２槡ａｘｄω

其中，ｄω是标准布朗运动，Ｅ（ｄω）＝０，Ｖａｒ（ｄω）＝ｄｔ，

常数ａ，ｂ，ｃ＞０。若ｇ（ｘＴ，Ｔ｜ｘ０，０）表示ｘＴ的条件密度

函数，满足倒向Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程，即

ａｘｇｘｘ＋（ｂｘ＋ｃ）ｇｘ ＝ｇｔ
因而要求使得满足熵函数 Ｈ（ｇ）最大化的 ｆ（ｘＴ），

只需对模型（１）进行求解。

ｍａｘ
ｇ
－∫Ｆｇｌｏｇ（ｇ）ｄｘＴ



ｓ．ｔ．
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引理１［２］ 对模型（１）进行求解，其解为 Ｇａｍｍａ密

度函数，记为

ｆ（ＳＴ）＝γ（ＳＴ｜ｕ，ｖ）≡
ｕｖ

Γ（ｖ）
Ｓｖ－１Ｔ ｅ

－ｕＳＴ （２）

其中，ｕ＝（Ｓ／Ｐ）
σ２

，ｖ＝（Ｓ／Ｐ）
２

σ２
，ＳＴ＝ｘＴ。则Ｇａｍｍａ的分

布函数记为Ｇ（ｙ｜ｕ，ｖ）＝∫
ｙ

０
γ（ｚ｜ｕ，ｖ）ｄｚ，并且Ｇ（ｙ｜ｕ，

ｖ）＝１－Ｇ（ｙ｜ｕ，ｖ）。
根据熵定价理论，从标的资产价格服从 ＣＩＲ模型所

推得的Ｇａｍｍａ密度函数适用于许多相似价格过程的情
况。更加深入的发现，Ｇａｍｍａ密度函数的参数只和 Ｐ，
Ｓ，σ有关，与具体标的资产运动模型的参数无关，这大
大扩展了Ｇａｍｍａ密度函数的使用范围，也能更加准确
地估计市场。

标的资产衍生出来的看涨欧式期权的到期的支付

为ｍａｘ｛０，ＳＴ－Ｋ｝，看跌欧式期权的支付为ｍａｘ｛０，Ｋ－

ＳＴ｝。

引理２［２］基于上述讨论，给出欧式熵分析模型的定

价公式：

Ｃａｌｌ＝ＳＧ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－ＰＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ）

Ｐｕｔ＝ＰＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ）－ＳＧ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）

２ 套期保值参数

２１ ＥＤｅｌｔａ

定义１ 在熵定价理论下，期权价格对原生资产的

变化率称为ＥＤｅｌｔａ。
定理１ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＤｅｌｔａ分别为

ＥＤｅｌｔａＣａｌｌ＝１－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－
２ｖＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｕＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）

ＥＤｅｌｔａＰｕｔ＝－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－
２ｖＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｕＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）

且ＥＤｅｌｔａＰｕｔ＝ＥＤｅｌｔａＣａｌｌ－１。
其中

Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ）＝

∫
ｕＫ

０

ｘｖ－１ｌｎｘΓ（ｖ）－ｘｖ－１∫
＋∞

０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２
ｅ－ｘｄｘ
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１－∫

ｕＫ

０

１
Γ（ｖ＋１）

ｘｖｅ－ｘｄ[ ]ｘ
Ｓ

－

ＰＫ
１－∫

ｕＫ
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ｘｖ－１ｅ－ｘｄ[ ]ｘ
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１－∫
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０

１
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２ｖ∫
ｕＫ

０

ｘｖｌｎｘΓ（ｖ＋１）－ｘｖ∫
＋∞

０

ｙｖｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ＋１）］２
ｅ－ｘｄ[ ]ｘ＋

２ｕＫ∫
ｕＫ

０

ｘｖ－１ｌｎｘΓ（ｖ）－ｘｖ－１∫
＋∞

０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２
ｅ－ｘｄ[ ]ｘ

记

Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ）＝∫
ｕＫ

０

ｘｖ－１ｌｎｘΓ（ｖ）－ｘｖ－１∫
＋∞

０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２
ｅ－ｘｄｘ

从而

ＥＤｅｌｔａＣａｌｌ＝１－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－
２ｖＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｕＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）

同理可证

ＥＤｅｌｔａＰｕｔ＝－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－
２ｖＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｕＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）

显然有ＥＤｅｌｔａＰｕｔ＝ＥＤｅｌｔａＣａｌｌ－１。
２２ ＥＧａｍｍａ

定义２ 在熵定价理论下，ＥＤｅｌｔａ对于原生资产的
变化率称为ＥＧａｍｍａ。

定理２ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＧａｍｍａ相等且满足

ＥＧａｍｍａＣａｌｌ＝ＥＧａｍｍａＰｕｔ＝

（
２Ｋ
Ｐσ２

＋２ｕＫＳ）Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ）－

（
４Ｓ
Ｐ２σ２

＋２ｖＳ）Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋

２Ｋ
Ｐσ２
（ｕＫ）ｖＨ（ｕＫ｜１，ｖ）－２ｖＫ

Ｐσ２
（ｕＫ）ｖＨ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋
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Ｌ（ｕＫ｜１，ｖ）－４ｕｖＰＬ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）

其中，
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证明 ＥＧａｍｍａＣａｌｌ＝
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｝ｘｖｅ－ｘｄｘ
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Ｈ（ｕＫ｜１，ｖ）＝ｅ－ｕＫ
ｌｎ（ｕＫ）Γ（ｖ）－∫
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０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２

Ｌ（ｕＫ｜１，ｖ）＝∫
ｕＫ

０

｛
ｌｎ２ｘ
Γ（ｖ）

－
２ｌｎｘ∫
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０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２
－

∫
＋∞

０

ｙｖ－１ｌｎ２ｙｅ－ｙｄｙ

［Γ（ｖ）］２
＋
２［∫
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０

ｙｖ－１ｌｎｙｅ－ｙｄｙ］２

［Γ（ｖ）］３
｝ｘｖ－１ｅ－ｘｄｘ

从而

ＥＧａｍｍａＣａｌｌ＝（
２Ｋ
Ｐσ２

＋２ｕＫＳ）Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ）－

４Ｓ
Ｐ２σ２

＋２ｖ( )Ｓ Ｆ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋
２Ｋ
Ｐσ２
（ｕＫ）ｖＨ（ｕＫ｜１，ｖ）－

２ｖＫ
Ｐσ２
（ｕＫ）ｖＨ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋

２ｕＫ ２Ｓ
Ｐ２σ２

Ｌ（ｕＫ｜１，ｖ）－４ｕｖＰＬ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）

由于 ＥＤｅｌｔａＰｕｔ ＝ＥＤｅｌｔａＣａｌｌ －１，则 ＥＧａｍｍａＰｕｔ ＝
ＥＧａｍｍａＣａｌｌ。
２３ ＥＶｅｇａ

定义３ 在熵定价理论下，期权价格对波动率的变

化率称为ＥＶｅｇａ。
定理３ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＶｅｇａ满足：
ＥＶｅｇａＣａｌｌ＝ＥＶｅｇａＰｕｔ

＝２ｖＳ
σ
Ｆ（ｕＫ１，ｖ＋１）－

２ＰｖＫ
σ
Ｆ（ｕＫ１，ｖ）

由此可知，文献［１１］中结果Ｐｕｔ
σ

＝Ｃａｌｌ
σ

＝０是错

误的。因为如果波动率对期权价值没有影响的话，那么

期权就失去了它的价值，而实际上我们知道波动率越大

期权价值越大并且文献［２］中也给出了Ｐｕｔ
σ２

＝Ｃａｌｌ
σ２

＞
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０的结论。
当Ｋ＝３，Ｔ＝９０／３６５，Ｓ＝２，ｒ＝００１，ｓｉｇｍａ从０１

变到０９，Ｅ－Ｃａｌｌ的价格的变化如图１所示。由图１可
知，看涨期权的价格随着 ｓｉｇｍａ的增加也增加，说明

Ｃａｌｌ
σ

＝０是错误的，而应该是Ｃａｌｌ
σ

＞０。

图１ ＥＣａｌｌ的价格变化

２４ ＥＲｈｏ
定义４ 在熵定价理论下，期权价格对利率的变化

率称为ＥＲｈｏ。
定理４ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＲｈｏ分别为：
ＥＲｈｏＣａｌｌ＝ｔｅ

－ｒｔＫ［１－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ）］－

２ｔｖＳＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｔｅ－ｒｔｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）
ＥＲｈｏＰｕｔ＝－ｔｅ

－ｒｔＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ）］－

２ｔｖＳＦ（ｕＫ｜１，ｖ）＋２ｔｅ－ｒｔｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）
２５ ＥＴｈｅｔａ

定义５ 在熵定价理论下，期权费对时间的变化率

称为ＥＴｈｅｔａ。
定理５ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＴｈｅｔａ分别为：
ＥＴｈｅｔａＣａｌｌ＝ｒｅ

－ｒｔＫ［１－Ｇ（ｕＫ｜１，ｖ）］－

２ｒｖＳＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｒｅ－ｒｔｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）
ＥＴｈｅｔａＰｕｔ＝－ｒｅ

－ｒｔＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ）］－

２ｒｖＳＦ（ｕＫ｜１，ｖ）＋２ｒｅ－ｒｔｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）
２６ ＥＺｅｔａ

定义６ 在熵定价理论下，期权价格对折现因子的

变化率称为ＥＺｅｔａ。
定理６ 在熵定价理论下，欧式看涨期权和欧式看

跌期权的ＥＺｅｔａ分别为：
ＥＺｅｔａＣａｌｌ＝－ＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋
２ｖＳ
ＰＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－２ｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）ＥＺｅｔａＰｕｔ＝

ＫＧ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）＋２ｖＳＰＦ（ｕＫ｜１，ｖ＋１）－

２ｖＫＦ（ｕＫ｜１，ｖ）
定理３、４、５、６皆可仿照定理１证明给出。

３ 基于ＥＰＴ模型的动态对冲

ＢＳ模型下的对冲是建立在完全市场假设前提下
的，而基于ＥＰＴ模型的对冲适用于不完全市场的情况，
为了方便进行求解和实现对冲，对ＥＰＴ模型对冲作以下
假设：

（ⅰ）随机变量 Ｓ、Ｐ、σ生成的标的资产价格服从
Ｇａｍｍａ分布。

（ⅱ）可以连续交易，交易没有摩擦。
（ⅲ）标的资产允许卖空。
（ⅳ）标的资产可以任意分割。
由于ＥＰＴ模型相对于ＢＳ模型有三个风险源Ｓ、Ｐ和

σ，所以应该使用四种证券进行对冲。在无风险利率下ｒ，
在时间ｔ∈［０，Ｔ］内，四种证券分别为股票Ｓ，债券Ｐ，两
种欧式股票期权Ａ和 Ｂ，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４分别表示上述各证
券的头寸，其中 Ａ和 Ｂ的价格由 ＥＰＴ模型决定，则记投
资组合Ｗ＝Ｓｘ１＋Ｐｘ２＋Ａｘ３＋Ｂｘ４。通过在ｔ时间内不断
调整头寸，来进行对风险对冲。为了计算头寸，现在分

别求Ｗ对Ｓ、Ｐ、σ的偏导如下，并用下标表示。
ＷＳ ＝ｘ１＋ＡＳｘ３＋ＢＳｘ４ ＝０
ＷＰ ＝ｘ２＋ＡＰｘ３＋ＢＰｘ４ ＝０
Ｗσ ＝Ａσｘ３＋Ｂσｘ４ ＝０

写成如下矩阵形式

ＷＳ
ＷＰ
Ｗ










σ

＝

１ ０ Ａｓ Ｂｓ
０ １ Ａｐ Ｂｐ
０ ０ Ａσ Ｂ










σ

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ












４

＝








０
０
０

关于ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４的线性方程仅有三个方程，所以要
使解唯一，那就必须增加一个约束条件，比如令 ｘ１ ＝１，
则上述方程解唯一。满足上述方程的投资组合 Ｗ是没
有风险暴露的，即投资组合在瞬时是无风险的。

股票Ｓ，债券Ｐ，两种欧式股票期权Ａ和Ｂ这四种证
券可以充分地动态复制具有 Ｓ、Ｐ和 σ三个随机变量的
证券价格函数。比如复制一种 Ｔ时刻到期的欧式股票
期权，在ｔ时刻的价格为Ｃ，那么在 ｔ时刻的复制满足以
下方程：

［Ｗ ＷＳ ＷＰ Ｗσ］＝［Ｃ ＣＳ ＣＰ Ｃσ］

因为它考虑到了意料之外的如Ｐ和σ的变动，所以
这种复制策略比基于ＢＳ模型的复制策略更加可靠和缜
密。同理可以复制股票、无风险债券等。

例１ 用债券Ｐ，Ａ、Ｂ、Ｃ三种欧式期权复制股票 Ｓ，
则复制的组合Ｖ≡Ｐｘ１＋Ａｘ２＋Ｂｘ３＋Ｃｘ４，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４为
四种证券的头寸。则满足方程：

［Ｖ ＶＳ ＶＰ Ｖσ］＝［Ｓ ＳＳ ＳＰ Ｓσ］＝
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［Ｓ １ ０ ０］
例２ 用股票Ｓ和Ａ、Ｂ、Ｃ三种欧式期权复制无风险

债券Ｐ，则复制的组合Ｕ≡Ｓｘ１＋Ａｘ２＋Ｂｘ３＋Ｃｘ４，其中
ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４分别为四种证券的头寸。则满足方程：

［Ｕ ＵＳ ＵＰ Ｕσ ＝［Ｐ ＰＳ ＰＰ Ｐσ］＝

［Ｐ ０ １ ０］
其中对Ｓ、σ、Ｐ的偏导由定理１、３、６给出。

４ 结束语

通过对熵定价理论的推导和证明，本文首先得出了

和ＢＳ公式类似的ＥＰＴ定价公式，熵定价理论可以用于
不完全市场的环境下。在文中，公式（２）的推导可以放
宽到很多类似的标的资产的价格运动形式，这便减少了

对标的资产价格运动假设对求解带来的误差。

本文其次对熵定价公式的套期保值参数进行了推

导，发现了文献［１１］的错误之处并进行了修正，重新讨
论了熵定价模型套期保值参数和Ｂ－Ｓ模型的异同。

本文最后讨论了ＥＰＴ动态对冲，由于模型由更多的
风险源驱动，所以需要更多的证券来进行复制，这大大

提高了其对冲的精确性。本文从熵定价模型的推导下

定义了ＥＰＴ动态对冲的思想和求解方法，为有效实施
ＥＰＴ对冲提供了理论基础。
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