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３维 ｃｈｅｍｏｔａｘｉｓ－ｆｌｕｉｄ方程弱解的整体存在性

刘天花

（电子科技大学数学科学学院，成都 ６１１７３１）

　　摘　要：针对具有非线性３维扩散ｃｈｅｍｏｔａｘｉｓｆｌｕｉｄ模型，在其初边值问题基础上，提出了在 ｍ＞７／６

时该模型具有弱解整体存在性的论断。利用正则化问题的先验估计方法，给出了基于ｃｈｅｍｏｔａｘｉｓｆｌｕｉｄ模

型的５个引理并进行了证明，在此证明基础上，对所提论断进行了证明。
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引 言

设Ω为瓗３中具有光滑边界的有界区域。本文将考

虑如下ｃｈｅｍｏｔａｘｉｓ－ｆｌｕｉｄ模型［１５］

ｎｔ＋ｕ·ｎ＝Δｎ
ｍ －·（ｎχ（ｃ）ｃ）

ｃｔ＋ｕ·ｃ＝Δｃ－ｎｆ（ｃ）

ｕｔ＋ｐ－ηΔｕ＋ｎφ＝０

·ｕ＝
{

０

（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ］

（１）
在边界条件

νｎ
ｍ（ｘ，ｔ）＝νｃ（ｘ，ｔ）＝０

ｕ（ｘ，ｔ）＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０ （２）
及初值条件

ｎ（ｘ，０）＝ｎ０（ｘ）≥０，ｃ（ｘ，０）＝ｃ０（ｘ）≥０
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω （３）

之下弱解的整体存在性问题，其中 ｎ表示细菌的密度，
χ（ｃ）表示趋化现象的敏感性测度，ｃ表示氧气的密度，φ
表示给定的势函数，ｕ表示流体的速度场，ｐ表示压强，
η表示粘度，ｆ（ｃ）表示细菌耗氧率，ν为Ω的单位外法
向量。

对方程组（１），Ｌｏｒｚ［６］最近在Ω 瓗２及 Ω 瓗３

中证明了弱解的局部存在性；ＬｉｕａｎｄＬｏｒｚ［７］在Ω瓗３

中证明了当 ｍ∈ （４３，２）时弱解的整体存在性；Ｔａｏ－

Ｗｉｎｋｌｅｒ［８］证明了当ｍ＞１时，方程组（１）在Ω瓗２弱

解的整体存在性．更近地，Ｄｕａｎ－Ｘｉａｎｇ［９］证明了对任
意的ｍ≥１，方程组（１）在Ω瓗２及Ω瓗３中都存在

整体弱解；Ｔａｏ－Ｗｉｎｋｌｅｒ［１０］证明了当 ｍ ＞ ８７时，方程

组（１）在Ω瓗３弱解的整体存在性。

由于当ｍ＞１时，方程组（１）可能退化，按如下方式
定义弱解：

定义１ 若（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足
ｎ∈Ｌ∞（Ω×（０，Ｔ）），ｎｍ∈Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω）），
ｎｔ∈Ｌ

２（（０，Ｔ）；Ｗ１，２（Ω））

ｃ∈Ｌ∞（Ω×（０，Ｔ））∩Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｗ２，２（Ω））∩
　　Ｗ１，２（（０，Ｔ）；Ｌ２（Ω））
ｕ∈Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｗ２，２（Ω）∩Ｗ１，２０ （Ω













））

并对任意具有紧支集的φ１，φ２∈Ｃ∞（［０，Ｔ）×瓗
３），φ３

∈Ｃ∞（［０，Ｔ）×瓗３，瓗３）且·φ３ ＝０都有

∫
Ｔ

０∫Ωｎｔ·φ１ｄｘｄｔ－∫
Ｔ

０∫Ωφ１·ｕ·ｎｄｘｄｔ＋
∫
Ｔ

０
ｎｍΔφ１ｄｘｄｔ＝∫

Ｔ

０∫Ω（χ（ｃ）ｃ）φ１ｄｘｄｔ
∫
Ｔ

０∫Ωｃφ２ｄｘｄｔ－∫
Ｔ

０∫Ωφ２·ｕ·ｃｄｘｄｔ＋
∫
Ｔ

０∫Ωｃ·φ２ｄｘｄｔ＝－∫
Ｔ

０∫Ωｎｆ（ｃ）φ２ｄｘｄｔ
∫
Ｔ

０∫Ωｕ·ｔφ３ｄｘｄｔ－∫
Ｔ

０∫Ωｕ０φ３ｄｘｄｔ－



∫
Ｔ

０∫Ωｕ·Δφ３ｄｘｄｔ＋∫
Ｔ

０∫Ωｎφφ３ｄｘｄｔ＝０
成立，则称（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是Ω×（０，Ｔ］上的一个弱解；如果
（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）对任意的Ｔ∈（０，∞）在Ω×（０，Ｔ）上都是
初边值问题（１）～（３）的弱解，那么就称 （ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是
一个整体弱解。

值得指出的是，文献［７，９］假设了 （χ（ｃ）ｆ（ｃ））′（ｃ）
＞０及（ｆ（ｃ）／χ（ｃ））″（ｃ）＞０。在本文中，将借助于文献
［８］的方法去掉这两个假设，研究方程组（１）在Ω瓗３

中弱解的整体存在性。具体地说，仅需如下基本假设：

χ∈Ｃ１（［０，∞）），ｆ∈Ｃ１（［０，∞）），ｆ（０）＝０
ｆ（ｃ）＞０（ｃ＞０），φ∈Ｗ１，∞（Ω） （４）
ｎ０∈Ｃ

１（Ω），ｃ０∈Ｃ
１（Ω），ｃ０≥０，ｕ０∈Ｄ（Ａ）（５）

ｎ０ Ｌ∞（Ω）≤Ｋ，ｃ０ Ｗ１，∞（Ω）≤Ｋ

Ａθｕ０ ≤Ｋ（Ｋ＞０，θ＞０） （６）
其中Ｓｔｏｋｅｓ算子Ａ是在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间

Ｌ２σ（Ω）：＝｛ｕ∈Ｌ
２（Ω）｜·ｕ＝０在Ｄ′（Ω）里｝

Ω上的所有螺线向量，其中Ｄ（Ａ）＝Ｗ２，２（Ω）∩Ｗ１，２０ （Ω）

∩Ｌ２σ（Ω）
［１１］。

本文的主要结果如下：

定理１ 在假设式（４）、式（５）和式（６）下，对任意

给定的ｍ＞ ７６，初边值问题（１）～（３）存在整体弱解

（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ），且当ｎ≥０，ｃ≥０时 （ｎ，ｃ，ｕ）在 Ｌ∞（Ω×
（０，∞））上是有界的。

１ 正则化问题的先验估计

由于方程组（１）的退化性，我们首先考虑它的正则
化问题：

ｎｔ＋ｕ·ｎ＝·（Ｄ（ｎ）ｎ）－·（ｎχ（ｃ）ｃ），ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｃｔ＋ｕ·ｃ＝Δｃ－ｎｆ（ｃ），ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｕｔ＋ｐ－ηΔｕ＋ｎφ＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０

·ｕ＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０
Ｄ（ｎ）νｎ（ｘ，ｔ）＝νｃ（ｘ，ｔ）＝０，ｕ（ｘ，ｔ）＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｎ（ｘ，０）＝ｎ０（ｘ），ｃ（ｘ，０）＝ｃ０（ｘ），ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω













．

（７）
其中

Ｄ∈Ｃ１（［０，∞））且Ｄ（ｓ）≥
Ｄ０ｓ

ｍ－１（ｓ≥０，Ｄ０ ＞０，ｍ＞１） （８）
由分部积分及抛物型方程比较原理容易证明如下

结果：

引理 １ 假设 Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件式（５）、式
（６）和式（８）且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×
（０，Ｔ）（Ｔ∈（０，∞））上的古典解，则对任意给定的 Ｄ０
＞０，ｍ＞１都有ｎ≥０，ｃ≥０且

ｎ（ｔ）Ｌ１（Ω）
＝ ｎ０ Ｌ１（Ω）

，ｃ（ｔ）Ｌ∞（Ω）≤

ｃ０ Ｌ∞（Ω）
ｔ∈（０，Ｔ） （９）

引理 ２ 假设 Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件式（５）、式
（６）和式（８）且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×
（０，Ｔ）（Ｔ∈（０，∞））上的古典解，则对任意给定的 ｍ

＞１，Ｄ０＞０，ｐ＞
３
２，γ＞ｍａｘ３，ｍ－１＋

１{ }ｐ ，Ｋ＞０，
存在Ｃ＞０，使得

ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋１Ｃ∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ≤＋Ｃ

Ｃ∫Ω（ｎ
ｍ＋γ－１
２ ２）

６（－ｍ＋γ＋１）－６ｐ
３ｍ＋３γ－４ ｄｘ＋{ }１·

（∫Ω Δｃ２ ）
３
ｐ－１ｄｘ＋{ }１ｔ∈（０，Ｔ）

证明 将问题（７）中第一个方程两边同乘以 ｎγ－１，
并在Ω上积分可得

１
γ
ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＝－（γ－１）∫ΩＤ（ｎ）ｎ２ｎγ－２ｄｘ＋

（γ－１）∫Ωｎγ－１χ（ｃ）ｃ·ｎｄｘ≤
－Ｄ０（γ－１）∫Ωｎｍ＋γ－３ ｎ２ｄｘ＋

（γ－１）∫Ωｎγ－１χ（ｃ）ｃ·ｎｄｘ
这里利用·ｕ≡０与Ｄ（ｓ）≥Ｄ０ｓ

ｍ－１，对右端第二

项由Ｙｏｕｎｇ不等式可得

（γ－１）∫Ωｎγ－１χ（ｃ）ｃ·ｎｄｘ≤
Ｄ０（γ－１）

２ ∫Ωｎｍ＋γ－３ ｎ２ｄｘ＋

（γ－１）χ２Ｌ∞（Ω）
２Ｄ０ ∫Ωｎ－ｍ＋γ＋１ ｃ２ｄｘ

从而

ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋Ｃ１∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ≤

Ｃ２∫Ωｎ－ｍ＋γ＋１ ｃ２ｄｘｔ∈（０，Ｔ）
其中Ｃ１，Ｃ２仅依赖于ｍ，Ｄ０，ｐ，γ，Ω及初值．由Ｈｏｌｄｅｒ
不等式可得

∫Ωｎ－ｍ＋γ＋１ ｃ２ｄｘ≤

∫Ωｎ（－ｍ＋γ＋１）ｐｄ( )ｘ
１
ｐ ∫Ω ｃ２ｐ′ｄ( )ｘ

１
ｐ′ ＝

ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（－ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１

Ｌ
２（－ｍ＋γ＋１）ｐ
ｍ＋γ－１ （Ω）

· ｃ
２

Ｌ２ｐ′（Ω）

其中 ｐ′＝ ｐ
ｐ－１。再由 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ内插不等

式［１２］有

ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（－ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１

Ｌ
２（－ｍ＋γ＋１）ｐ
ｍ＋γ－１ （Ω）≤

Ｃ３ ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１·ａ
Ｌ２（Ω）

ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１·（１－ａ）

Ｌ
２

ｍ＋γ－１（Ω）
＋

Ｃ３ ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（－ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１

Ｌ
２

ｍ＋γ－１（Ω）
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其中ａ＝

１
ｐ－（－ｍ＋γ＋１）

（－ｍ＋γ＋１）
·
３（ｍ＋γ－１）
１－３（ｍ＋γ－１）

，因０

＜ａ＜１，得γ＞ｍ－１＋１ｐ。于是存在Ｃ４ ＞０，使得

ｎ
ｍ＋γ－１
２ （·，ｔ）

２（－ｍ＋γ＋１）
ｍ＋γ－１

Ｌ
２（－ｍ＋γ＋１）ｐ
ｍ＋γ－１ （Ω）

≤

Ｃ４ ｎ
ｍ＋γ－１
２ （·，ｔ）

６（－ｍ＋γ＋１）－
６
ｐ

３ｍ＋３γ－４

Ｌ２（Ω）
＋Ｃ４ｔ∈（０，Ｔ）

类似地运用Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ内插不等式［１３］并

结合（９）式可知：存在Ｃ５ ＞０，使得

ｃ
２

Ｌ２ｐ′（Ω）
≤Ｃ５ Δｃ

２（３ｐ－１）

Ｌ２（Ω）
＋Ｃ５ｔ∈（０，Ｔ）

仿照Ｔａｏ－Ｗｉｎｋｅｒ中Ω瓗２的情形［４］，可以证明

如下两个引理：

引理３ 假设Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件（５）（６）（８）
且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×（０，Ｔ）（Ｔ∈
（０，∞））上的古典解，则对任意给定的Ｄ０＞０，ｍ＞１，
γ＞１存在Ｃ＞０，使得

ｕ（·，ｔ）Ｌγ（Ω）
＋ ｕ（·，ｔ）Ｌ２（Ω）≤

Ｃ＋Ｃ· ｓｕｐ
ｓ∈（０，Ｔ）

ｎ（·，ｓ）Ｌ２（Ω）
ｔ∈（０，Ｔ）

引理 ４ 假设 Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件式（５）、式
（６）和式（８）且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×
（０，Ｔ）（Ｔ∈（０，∞））上的古典解，则对任意给定的 ｍ
＞１，Ｄ０＞０，Ｋ＞０，γ＞３，则存在Ｃ＞０，ｋ∈（０，１），
使得

ｄ
ｄｔ∫Ω ｃ２ｄｘ＋∫Ω Δｃ２ｄｘ≤Ｃ∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄ( )ｘ

２
ｍ＋γ－２ ＋

Ｃ·（ｓｕｐ
ｓ∈（０，Ｔ）∫Ωｎγ（·，ｓ）ｄｘ）ｋ＋Ｃｔ∈（０，Ｔ）

引理 ５ 假设 Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件式（５）、式
（６）和式（８）且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×
（０，Ｔ）（Ｔ∈（０，∞））上的古典解，则对任意给定的 ｍ

＞７６，Ｄ０＞０，Ｋ＞０，γ＞ｍａｘ｛３，ｍ－１｝，存在Ｃ＞０，

ｋ∈（０，１），使得
ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋１Ｃ∫Ω ｃ２ｄ{ }ｘ＋
１
Ｃ∫Ωｎγｄｘ＋∫Ω ｃ２ｄ{ }ｘ＋
１
Ｃ∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ＋∫Ω Δｃ２ｄ{ }ｘ≤

Ｃ＋Ｃ·（ｓｕｐ
ｓ∈（０，Ｔ）∫Ωｎγ（·，ｓ）ｄｘ）ｋｔ∈（０，Ｔ）

证明 给定 γ＞ｍａｘ｛３，ｍ－１｝，假设 α（ξ）：＝
３［（－ｍ＋γ＋１）－ξ］
３（ｍ＋γ－１）－１

，β（ξ）：＝ξ（ξ＞０），又由ｍ＞

７
６得α（０）＋β（０）＝

３（－ｍ＋γ＋１）
３（ｍ＋γ－１）－１

＜１，进一步选

取 ξ０∈（０，１），使得α（ξ）＋β（ξ）＜１ξ∈（０，ξ０），再选

取ｐ＞１，使得ｐ＞１
ξ０
且γ＞ｍ－１＋１ｐ，则由 α：＝

α（１ｐ），β：＝β（
１
ｐ），可知α＋β＜１，结合引理２，引理

４可知：存在Ｃ１ ＞０，Ｃ２ ＞０，ｋ∈（０，１），使得
ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋∫Ω ｃ２ｄ{ }ｘ＋
Ｃ１∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ＋∫Ω Δｃ２ｄ{ }ｘ≤

Ｃ２（∫Ω ｎ
ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ）α·（∫Ω Δｃ２ｄｘ）β＋

Ｃ２∫Ω ｎ
ｍ＋γ－１
２ ２ｄ( )ｘ

２
ｍ＋γ－２＋Ｃ２∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄ( )ｘα

＋

Ｃ２∫Ω Δｃ２ｄ( )ｘβ
＋

Ｃ２（ｓｕｐｓ∈（０，Ｔ）∫Ωｎγ（·，ｓ）ｄｘ）ｋ＋Ｃ２ｔ∈（０，Ｔ）
因

２
ｍ＋γ－２

＜１，α＜１，β＜１

由Ｙｏｕｎｇ不等式知：存在Ｃ３ ＞０，使得
ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋∫Ω ｃ２ｄ{ }ｘ＋
Ｃ１
２∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘ＋∫Ω Δｃ２ｄ{ }ｘ≤

Ｃ３＋Ｃ２（ｓｕｐｓ∈（０，Ｔ）∫Ωｎγ（·，ｓ）ｄｘ）ｋｔ∈（０，Ｔ）
再由Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ内插不等式和 Ｙｏｕｎｇ不

等式有

∫Ωｎγｄｘ＝ ｎ
ｍ＋γ－１
２

２γ
ｍ＋γ－１

Ｌ
２γ

ｍ＋γ－１（Ω）
≤

Ｃ４ ｎ
ｍ＋γ－１
２

２（γ－１）
３（ｍ＋γ－１）－１

Ｌ２（Ω）
· ｎ

ｍ＋γ－１
２

γ－３（ｍ＋γ－１）
－３γ（ｍ＋γ－１）＋γ

Ｌ
２

ｍ＋γ－１（Ω）
＋

Ｃ４ ｎ
ｍ＋γ－１
２

２γ
ｍ＋γ－１

Ｌ
２

ｍ＋γ－１（Ω）
≤Ｃ５ ｎ

ｍ＋γ－１
２

２（γ－１）
３（ｍ＋γ－１）－１

Ｌ２（Ω）
＋Ｃ５≤

Ｃ６∫Ω ｎ
ｍ＋γ－１
２

２
ｄｘ＋Ｃ６

类似地，可知：存在Ｃ７ ＞０，使得

∫Ω ｃ２ｄｘ≤Ｃ７∫Ω Δｃ２ｄｘ＋Ｃ７，于是得
ｄ
ｄｔ∫Ωｎγｄｘ＋∫Ω ｃ２ｄ{ }ｘ＋
Ｃ１
４∫Ω ｎ

ｍ＋γ－１
２ ｄｘ＋∫Ω Δｃ２ｄ{ }ｘ＋

Ｃ１
４Ｃ６∫Ωｎ

γｄｘ＋
Ｃ１
４Ｃ７∫Ω ｃ

２ｄｘ≤
Ｃ１
２＋Ｃ３＋

Ｃ２（ｓｕｐｓ∈（０，Ｔ）∫Ωｎγ（·，ｓ）ｄｘ）ｋｔ∈（０，Ｔ）
推论１ 假设Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件（５）（６）（８）

且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×（０，Ｔ）（Ｔ∈

（０，∞））上的古典解，则对任意给定ｍ＞７６，Ｄ０＞０，Ｋ
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＞０，γ＞ｍａｘ｛３，ｍ－１｝，存在Ｃ＞０，使得

∫Ωｎγ（ｘ，ｔ）ｄｘ≤Ｃ，∫Ω ｃ（ｘ，ｔ）２ｄｘ≤Ｃ

且

∫
ｔ

０∫Ω ｎ
ｍ＋γ－１
２ ２ｄｘｄｔ≤Ｃ（１＋ｔ）ｔ∈（０，Ｔ）

推论２ 假设Ｄ，（ｎ０，ｃ０，ｕ０）满足条件（５）（６）（８）
且（ｎ，ｃ，ｕ，ｐ）是满足初边值问题（７）在Ω×（０，Ｔ）（Ｔ∈

（０，∞））上的古典解，则对任意给定的 ｍ＞７６，Ｄ０ ＞

０，Ｋ＞０，存在Ｃ＞０，使得
ｎＬ∞（Ω）≤Ｃｔ∈（０，ｔ）

２ 主要结论的证明

对于定理１，为了得到初边值问题（１）～（３）的整体
弱解，考虑其如下逼近解：

ｎεｔ＋ｕε·ｎε ＝·（Ｄε（ｎε）ｎε）－

·（ｎεχ（ｃε）ｃε）ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｃεｔ＋ｕε·ｃε ＝Δｃε－ｎεｆ（ｃε）ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｕεｔ＋ｐε－ηΔｕε＋ｎεφ＝０ｘ∈Ω，ｔ＞０

·ｕε ＝０ｘ∈Ω，ｔ＞０

νｎε（ｘ，ｔ）＝νｃε（ｘ，ｔ）＝０，ｕε（ｘ，ｔ）＝０，ｘ∈Ω，ｔ＞０

ｎε（ｘ，０）＝ｎ０ε（ｘ），ｃε（ｘ，０）＝ｃ０ε（ｘ），ｘ∈Ω，

ｕε（ｘ，０）＝ｕ０ε（ｘ）ｘ∈Ω

















．

其中Ｄε（ｓ）：＝ｍ（ｓ＋ε）
ｍ－１（ｓ≥０）．由上一节正则化问

题的先验估计可知：且

ｃε Ｌ２（Ω）≤Ｃ，ｕε Ｌ∞（Ω）≤Ｃ且 ｕε Ｌ２（Ω）≤Ｃ
故当ε→０时，ｎε，ｃε在Ω×（０，∞）上收敛到ｎ，ｃ；＼＼
ｎａｂｌａｎｍε，ｃε在Ｌ

２
ｌｏｃ（Ω×［０，∞））上收敛到ｎ

ｍ，ｃ；
ｕε在Ｌ

２
ｌｏｃ（［０，∞），Ｗ

１，２
０ （Ω））上弱收敛到ｕ，且（ｎ，ｃ，ｕ）

是满足初边值问题（７）的弱解。同时根据引理２，引理４
及推论２可知（ｎ，ｃ，ｕ）的有界性。
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