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ＧＡＲＣＨ模型的经验似然估计

张 芳

（山东凯文科技职业学院，济南 ２５０２００）

　　摘　要：以计量经济学中ＡＲＣＨ模型族为背景，对 ＧＡＲＣＨ模型进行讨论和研究。讨论了基于 ＧＥＤ

分布的βＡＲＣＨ模型和ＧＡＲＣＨ模型的经验极大似然估计的求解方法，得到了相应的平稳模型的大样本

性质定理。
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　　早在１９７５年，Ｔｈｏｍａｓ和 Ｇｒｕｎｋｅｍｉｅｒ在建立截尾数

据下生存概率的区间估计时已经萌发了经验似然的思

想。１９８８年，Ｏｗｅｎ［１４］提出了经验似然的概念，在约束

条件下极大化经验似然函数后就得到了经验似然估计。

这其中，约束条件是通过重新分配每个观测值上的权重

而实现它对参数估计的影响。研究成果表明，经验似然

估计具有类似于 Ｆｉｓｈｅｒ提出的参数似然法那样的优良

性质。

１ 经验似然估计

１１ β－ＡＲＣＨ模型的经验似然估计

时间序列｛Ｘｔ｝满足下列模型
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１
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ｈｔ＝α０＋α１｜εｔ－１｜
γβ＋… ＋αｑ｜εｔ－ｑ｜

{
γβ

考虑这样的问题，对于样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ令ｐｔ＝Ｐ（Ｘ＝

Ｘｔ）（ｔ＝１，２，…，ｎ），则有∑
ｎ

ｔ＝１
ｐｔ＝１，此外矩约束条件

为：Ｅ（Ｘ）＝∑
ｎ

ｔ＝１
ｐｔＸｔ＝０，此时，最优解是在约束条件之

下使得经验似然函数Ｌｎ（α）＝∏
ｎ

ｔ＝１
ｐｔ达到最大值的 α^。

优化对象

Ｒｎ（α）＝ｌｎＬｎ（α）＝∑
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ｔ＝１
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在此约束条件下，取拉格朗日函数为
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其中，μ，λ为拉格朗日乘子对各变量求导，并应用 ＫＫＴ

条件，最优解必然满足下列条件
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拉格朗日乘子是下述方程的解
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另外，我们注意到
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根据隐函数存在定理，λ可以视为α的连续可微函
数，且λ的取值与样本容量相关，不妨记作λｎ（α）。对于

给定的α，对应的经验似然函数为：

Ｌｎ（α）＝∏
ｎ

ｔ＝１
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则相应的对数经验似然函数为：

ｌｏｇＬｎ（α）＝－ｎｌｏｇｎ－∑
ｎ

ｔ＝１
ｌｏｇ［１＋λＴｇｔ（α）］

这样，经验极大似然估计（ＭＥＬＥ）问题就被解决了。
１２ ＧＡＲＣＨ模型的经验似然估计

考虑ＧＡＲＣＨ模型
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其中 ＞０，αｉ，βｊ≥０，εｔ是独立同分布的随机变量，期
望值为 ０，方差为 １；定义 λ＝（，α１，…，αｐ，β１，…，

βｊ）
ＴΘ，其中Θ是Ｒｐ＋ｑ＋１上的完备集合。

若满足以上讨论的ＧＡＲＣＨ模型严格平稳，即有
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设定εｔ服从高斯分布，则
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现假定εｔ服从广义误差分布，基于广义误差分布的

概率密度函数形式，为简化符号，令
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这样，Ｘ～ＧＥＤ（０，σｒ，γ），则密度函数可以写成
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容易计算，
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综合上式，
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对于独立同分布的随机变量 ｙ１，…，ｙｎ，ｙｉ的分布函

数Ｆ是基于经验分布函数 Ｆｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉＩ｛ｙｉ≤ｘ｝，且满足

∑
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Ｏｗｅｎ［４５］定义了经验似然比。令Ｒ（Ｆ）＝∏
ｎ
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ｎｐｉ，ｐｉ
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可以通过拉格朗日乘子法求得最大的Ｒ（λ）。

定义拉格朗日函数为
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其中，ａ，ｂ为拉格朗日乘子，则经验似然函数为

ＬＥ（λ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ［１＋ｂＴ（λ）ｇ（ｘｉ，λ）］

上述过程中求得的 λ^ｎ能够使得ＬＥ（λ）取得最大值

点，经验最大似然估计（ＭＥＬＥ）问题被解决了。

２ ＧＡＲＣＨ模经验似然估计的大样本性质

２１ β－ＡＲＣＨ模型经验似然估计的大样本性质

引理 １ 当 ｎ→ ∞，而且当 α^ｎ是内点时，它满足

Ｑ１ｎ（^αｎ，^λｎ）＝０，Ｑ２ｎ（^αｎ，^λｎ）＝０，其中，

Ｑ１ｎ ＝
１
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证明 见文献［６］。

定理１ 设矩阵
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Ｓｎ ＝

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）
λＴ

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）
α

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
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Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
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＝

Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ( )

２２

，Ｓ－１ｎ ＝
Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ[ ]

２２

令Ｕ＝Ｔ１１（－Ｓ１１）Ｔ
Ｔ
１１，Ｖ＝Ｔ２１（－Ｓ１１）Ｔ

Ｔ
２１，则有

槡ｎ（^λｎ－０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｕ），槡ｎ（^αｎ－α

（０）） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｖ）

其中Ｑ１ｎ（λ，ｂ），Ｑ２ｎ（λ，ｂ）如引理１所述。

证明 首先将 Ｑ１ｎ（（^αｎ，^λｎ）），Ｑ２ｎ（^λｎ，ｂ（^λｎ））在

（α（０），０）处进行泰勒展开。

Ｑ１ｎ（^λｎ，^ｂｎ）＝Ｑ１ｎ（α
（０），０）＋

Ｑ１ｎ（α，λ）
α α＝α（０），λ＝０（^αｎ－α

（０））＋
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则上式即为
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其中：
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Ｔｎ ＝
Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ[ ]

２２

与此同时，需要求解出Ｓｎ的逆矩阵。

设Ｓｎ的逆矩阵为Ｔｎ，满足

Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ[ ]

２２

Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ[ ]

２２

＝
Ｅｍ ０

０ Ｅ[ ]
ｎ

联立得方程组：

Ｔ１１Ｓ１１＋Ｔ１２Ｓ２１ ＝Ｅｍ
Ｔ１１Ｓ１２＋Ｔ１２Ｓ２２ ＝０

Ｔ２１Ｓ１１＋Ｔ２２Ｓ２１ ＝０

Ｔ２１Ｓ１２＋Ｔ２２Ｓ２２ ＝Ｅ










ｎ

化简：

－Ｔ１２Ｓ２２Ｓ
－１
１２Ｓ１１＋Ｔ１２Ｓ２１ ＝Ｅｍ

－Ｔ２２Ｓ２１Ｓ
－１
１１Ｓ１２＋Ｔ２２Ｓ２２ ＝Ｅ

{
ｎ

解得

Ｔ１２ ＝（Ｓ２１－Ｓ２２Ｓ１１Ｓ
－１
１２）

－１Ｔ２２ ＝（Ｓ２２－Ｓ２１Ｓ
－１
１１Ｓ１２）

－１

Ｔ１１ ＝－（Ｓ２１－Ｓ２２Ｓ１１Ｓ
－１
１２）

－１Ｓ２２Ｓ
－１
１２

Ｔ２１ ＝－（Ｓ２２－Ｓ２１Ｓ１２Ｓ
－１
１１）

－１Ｓ２１Ｓ
－１
１１

这里，为简化起见，令

Ｓ２２１ ＝Ｓ２２－Ｓ２１Ｓ
－１
１１Ｓ１２ ＝－Ｓ２１Ｓ

－１
１１Ｓ１２

进而得到

槡ｎ
λｎ＼^ －０

αｎ＼^ －α
（０( )） ＝Ｓ－１ｎ

槡－ｎＱ１ｎ（α
（０），０）＋ｏｐ（１）

ｏｐ（１







）

令ｎ→∞，由于槡ｎＱ１ｎ（α
（０），０）的渐近正态性，得

槡ｎ
λ^ｎ－０

α^ｎ－α
（０( )） →

Ｌ
Ｎ（０，Ｗ）

相应的

Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ[ ]

２２

－Ｓ１１ ０( )０ ０

ＴＴ１１ ＴＴ１２

ＴＴ２１ ＴＴ[ ]
２２

＝

Ｔ１１（－Ｓ１１）Ｔ
Ｔ
１１ Ｔ１１（－Ｓ１１）Ｔ

Ｔ
２１

Ｔ２１（－Ｓ１１）Ｔ
Ｔ
１１ Ｔ２１（－Ｓ１１）Ｔ

Ｔ( )
２１

其中，

Ｖ＝Ｔ２１（－Ｓ１１）Ｔ
Ｔ
２１

Ｕ＝Ｔ１１（－Ｓ１１）Ｔ
Ｔ
１１

９８第２５卷第５期　　　　　　　　　　　张 芳：ＧＡＲＣＨ模型的经验似然估计



特别的

槡ｎ（＼＼ｈａｔλｎ－０）＝－（Ｓ
－１
１１ ＋Ｓ

－１
１１Ｓ１２Ｓ

－１
２２１Ｓ２１Ｓ

－１
１１）

槡× ｎＱ１ｎ（α
（０），０）＋ｏｐ（１）

槡ｎ（αｎ＼^ －α
（０））＝

Ｓ－１２２１Ｓ２１Ｓ
－１
１１槡ｎＱ１ｎ（α

（０），０）＋ｏｐ（１）

得到

槡ｎ（^λｎ－０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｕ）

槡ｎ（^αｎ－α
（０）） →

Ｌ
Ｎ（０，Ｖ）

２２ ＧＡＲＣＨ模型经验似然估计的大样本性质

定理２ 若ＧＡＲＣＨ模型严格平稳，且ＥＸ２ｔ ＜∞，λ

∈Θ， ＞０，αｉ，βｊ≥０，∑
ｐ

ｉ＝１
αｉ＋∑

ｑ

ｊ＝ｉ
βｊ＜１对于所有的

δ＞０满足Ｅ｜εｔ｜
４＋δ＜∞，对于讨论的 λ^ｎ（θ０）

［７－１０］，当

ｎ→∞时，使得ｌｎ（ｒ；θ０；^λｎ（θ０）） →
ｄ
χ２（１）。

证明 定义ｇｔ（λ）＝ｇｔ（θ０，λ），令

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）＝
１
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ｎ
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１
１＋ｂＴｇｔ（λ）

｛
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λ
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∑
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２
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｛
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易得
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ｔ＝１
｛

１
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（
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）Ｔｂ－

（
ｇｔ（λ）
λＴ

）Ｔｂ
ｂＴ
ｇｔ（λ）
λｉ

｛１＋ｂＴｇｔ（λ）｝
２｝
Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
λｉ

≤

ｂ
１－ｍａｘγｔ

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１


λｉ
（
ｇｔ（λ）
λＴ

）＋

ｂ２ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ
ｇｔ（λ）
λＴ

（１－ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ γｔ）
２
１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１

ｇｔ（λ）
λＴ

则

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
λＴ

→
ｐ
０

同理

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
ｂＴ

＝１ｎ∑
ｎ

ｔ＝１
｛

１
１＋ｂＴｇｔ（λ）

（
ｇｔ（λ）
λＴ

）Ｔ－

（
ｇｔ（λ）
λＴ

）Ｔｂ
ｇｔ（λ）

｛１＋ｂＴｇｔ（λ）｝
２｝

定义Ω是实数域上的矩阵，且在Ｒ（ｐ＋ｑ＋２）（ｐ＋ｑ＋１）上，使得

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
ｂＴ

－ΩＴ≤
ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ γｔ
１－ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ γｔ

１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１

ｇｔ（λ）
λＴ

＋１ｎ∑
ｎ

ｔ＝１
（
ｇｔ（λ）
λＴ

）Ｔ－

ΩＴ＋
ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ γｔ

（１－ｍａｘ１≤ｔ≤ｎ γｔ）
２
１
ｎ∑

ｎ

ｔ＝１

ｇｔ（λ）
λＴ

且易推得

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）
λＴ

＝１ｎ∑
ｎ

ｔ＝１
｛

１
１＋ｂＴｇｔ（λ）

（
ｇｔ（λ）
λＴ

）Ｔ－

ｇｔ（λ）ｂ
Ｔｇｔ（λ）
λＴ

｛１＋ｂＴｇｔ（λ）｝
２｝＝｛

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
ｂＴ

｝Ｔ →
ｐ
Ω

定义

Ｓｎ ＝Ｓｎ（λ，ｂ）＝

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）
ｂＴ

Ｑ１ｎ（λ，ｂ）
λ

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）
ｂＴ

Ｑ２ｎ（λ，ｂ）












λ

且

Ｓｎ →
ｐ －Ω

＾
Ω

ΩＴ( )０
Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ( )

２２

应用泰勒展式，式中Ｓ２２１定义形式同定理１
［１１１２］。

且

Ｑ１ｎ（^λｎ，ｂ（^λｎ））＝０，Ｑ２ｎ（^λｎ，ｂ（^λｎ））＝０

得到

ｂ（^λｎ）

λ^ｎ－λ
( )

０

＝Ｓ－１ｎ（λ ｂ）
－Ｑ１ｎ（λ０，０）( )０

＋ｏｐ（１）

其中，λ是 λ^ｎ与λ０范围内相应的值，ｂ
是ｂ（^λｎ）与０

范围内相应值。

ｌｎ（ｒ；θ０，＼＼ｈａｔλｎ）＝－ｎＱ
Ｔ
１ｎ（λ０，０）Ｓ

－１
１１ ×

｛１＋Ｓ１２Ｓ
－１
２２１Ｓ２１Ｓ

－１
１１＼｝Ｑ１ｎ（λ０，０）＋ｏｐ（１）＝

｛（－Ｓ１１）
－１
２

槡ｎＱ１ｎ（λ０，０）｝
Ｔ｛１－

（－Ｓ１１）
－１
２Ｓ１２Ｓ

－１
２２１Ｓ２１（－Ｓ１１）

－１
２
｝×

｛（－Ｓ１１）
－１
２

槡ｎＱ１ｎ（λ０，０）｝＋ｏｐ（１）

易知

（－Ｓ１１）
－１
２

槡ｎＱ１ｎ（λ０，０）

服从多维标准正态分布

１－（－Ｓ１１）
－１
２Ｓ１２Ｓ

－１
２２１Ｓ２１（－Ｓ１１）

－１
２

对称且秩为１。可见

ｌｎ（ｒ；θ０；^λｎ（θ０）） →
ｄ
χ２（１）
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