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一阶时滞差分方程反周期解的存在性

周永强，王家正，丁一鸣

（合肥师范学院数学系，合肥 ２３００６１）

　　摘　要：以Ｌｅｒａｙ－ｓｃｈａｕｄｅｒ非线性抉择为工具，研究了一阶含参时滞差分方程反周期解的存在性，

获得了当参数在一定范围取值时反周期解的存在性结果，得到了反周期解存在的充分条件，并通过实例

表明结果的可行性。
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引 言

近年来，关于一阶时滞差分方程：

ｘｎ＋１ ＝ａｎｘｎ＋ｆ（ｎ，ｘｎ－τ（ｎ）），ｎ∈Ｚ （１）

正周期解的存在性及多解性的研究很多［１７］。时滞差分

方程（１）在电路信号系统、生态系统、传染病动力系统和
自动化控制系统等重要领域中具有广泛的应用背景。

因此，有关时滞差分方程的研究无论在理论上还是在应

用上均具有非常重要的意义。

特别地，文献［８］研究了一阶时滞差分方程（１）正
周期解的存在性。该文利用两点拉伸型不动点定理给

出方程（１）正周期解存在性的充分条件。
然而，由于反周期解现象广泛存在于自然界中，特

别地，反周期解的存在性等价于所研究问题倍周期变号

解的存在性。方程

ｘｎ＋１ ＝ａｎｘｎ＋λｂｎｆ（ｎ，ｘｎ－τ（ｎ）），ｎ∈Ｚ （２）
反周期解的存在性还没有被讨论过。鉴于此，本文考虑

含参时滞差分方程（２）反周期解的存在性，其研究结果
将会进一步丰富差分方程（２）解的存在性理论。

本文总假定

Ｈ１：λ∈Ｒ为参数，｛ａｎ｝ｎ∈Ｚ，｛ｂｎ｝ｎ∈Ｚ均为ω－周期

序列，且∏ω－１

ｓ＝０
ａ－１ｓ ＞１，∏ω－１

ｓ＝０
ｂ－１ｓ ＞１，｛τ（ｎ）｝ｎ∈Ｚ是一

个整值ω－周期序列。
Ｈ２：ｆ（ｎ，ｕ）是实连续函数，且ｆ（ｎ＋ω，ｕ）＝－ｆ（ｎ，

ｕ）。
本文主要工具为Ｌｅｒａｙ－ｓｃｈａｕｄｅｒ非线性抉择。
引理１［９］ 假设Ｂ为Ｂａｎａｃｈ空间，ＥＢ为一个有

界闭凸集，ＵＥ为Ｅ中的相对开集且θ∈Ｕ，若Ｓ：珚Ｕ→
Ｅ为全连续算子，则下面结论之一成立：

（ｉ）Ｓ在珚Ｕ中至少有一个不动点。
（ｉｉ）存在ｕ∈Ｕ，μ∈（０，１）使得ｕ＝μＳｕ。

１ 预备知识

利用Ｌｅｒａｙ－ｓｃｈａｕｄｅｒ非线性抉择这一工具给出方
程（２）反周期解存在性的充分条件，方程（２）可以看成

ｘ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋λｂ（ｔ）ｆ（ｔ，ｘ（ｔ－τ（ｔ）））
的离散形式。令

Ｘ＝｛ｘ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ）：ｘ（ｔ＋ω）＝－ｘ（ｔ），ｔ∈Ｒ｝
其在范数 ｘ＝ Ｓｕｐ

ｔ∈［０，ω］
ｘ（ｔ） 下构成 Ｂａｎａｃｈ空间。

定义算子Ｔλ：Ｘ→Ｘ。

（Ｔλｘ）（ｓ）＝λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ）） （３）

其中，

Ｇ（ｎ，ｓ）＝ Π
ｓ

ｋ＝ｎ

１
ａ( )
ｋ
Π
ω－１

ｋ＝０

１
ａｋ
－( )１－１



ｓ∈［ｎ，ｎ＋ω－１］

且有

Ｇ（ｎ，ｎ）＝Ｇ（ｎ＋ω，ｎ＋ω）

Ｇ（ｎ，ｎ＋ω－１）＝Ｇ（０，ω－１）

当ｎ≤ｓ≤ｎ＋ω－１时，

０＜ｍ＝ ｍｉｎ
ｎ≤ｉ≤ｎ＋ω－１

Ｇ（ｎ，ｉ）≤Ｇ（ｎ，ｓ）≤

ｍａｘ
ｎ≤ｉ≤ｎ＋ω－１

Ｇ（ｎ，ｉ）＝Ｍ ＜＋∞

引理２ 假设（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，则 Ｔλ：Ｘ→ Ｘ为全

连续算子。

证明 首先，对ｘ∈Ｘ，显然，Ｔλｘ连续，且有

（Ｔλｘ）（ｓ＋ω）＝

λ∑
ｎ＋２ω－１

ｓ＝ｎ＋ω
Ｇ（ｎ＋ω，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））＝

－λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））＝

－（Ｔλｘ）（ｓ）

因此，Ｔλ：Ｘ→Ｘ。由Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理
［１０］易证Ｔλ：Ｘ→

Ｘ全连续。

引理３ 假设（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，则 ｘ是方程（２）的

解当且仅当ｘ是Ｔλ的不动点。

证明 充分性 由方程（３）可知

ｘ（ｓ）＝λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））＝

ａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋λｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））

所以，Ｔλ的不动点是方程（２）的解。

必要性 若ｘ是方程（２）的解，则有

λｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））＝ａ（ｓ）ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ）

因此，

（Ｔλｘ）（ｓ）＝λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））＝

λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）（ａ（ｓ）ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））＝

ｘ（ｓ）

故方程（２）的ｘ是Ｔλ的不动点。

引理４ 假设存在不依赖于μ∈（０，１）的常数Ｋ＞

０，使得对任意μ∈（０，１）方程

ｘ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋μλｂ（ｔ）ｆ（ｔ，ｘ（ｔ－τ（ｔ））） （４）

的所有可能解ｘ均满足 ｘ≠Ｋ，则方程（２）至少存在一

个解。

证明 由引理１易证。

２ 主要结论与证明

定理１ 假定（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，且存在正常数 ａ１，

ａ２，使得 ｆ（ｓ，ｘ）≤ａ１ ｘ＋ａ２，ｘ∈Ｒ若

－ １
ａ１Ｍｂω

＜λ＜ １
ａ１Ｍｂω

（５）

则方程（２）至少存在一个ω－反周期解。

证明 由引理４可知，只需证明存在不依赖于 μ∈
（０，１）的常数Ｋ＞０，使得方程（４）的所有可能解ｘ均满

足 ｘ≠Ｋ。若ｘ是方程（４）的解，则

ｘ（ｓ） ＝ μλ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ）） ＜

λ∑
ｎ＋ω－１

ｓ＝ｎ
Ｇ（ｎ，ｓ）ｂ（ｓ） ｆ（ｓ，ｘｓ－τ（ｓ））≤

ａ１ λ ｂＭ ｘω＋ａ２ λ ｂＭω

其中，ｎ∈Ｚ。因此，结合（５）式可得

ｘ＜
ａ２ λ ｂＭω
１－ａ１ λ ｂＭω

≠Ｋ

由引理４可知方程（２）至少存在一个ω－反周期解。

推论１ 假定（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，若存在正常数 珘Ｋ，

使得 ｆｓ，( )ｘ ≤珘Ｋ，ｘ∈Ｒ则方程（２）至少存在一个ω－

反周期解。

证明 由定理１易证。

３ 应 用

例 考虑一阶时滞差分方程

ｘｎ＋１ ＝（ｓｉｎｎｘ＋１）ｘｎ＋

λｃｏｓｎｘｓｉｎｎ（ｘ（ｎ－ｓｉｎｎｘ））２ ，ｎ∈Ｚ

其中，λ∈Ｒ，容易验证

｛ａｎ｝ｎ∈Ｚ ＝ｓｉｎｎｘ＋１＞０

｛ｂｎ｝ｎ∈Ｚ ＝ｃｏｓｎｘ，τ（ｎ）＝ｓｉｎｎｘ

均为２π－周期连续函数。ｆ（ｎ，ｘ）＝ｓｉｎｎｘ２是实连续函

数且ｆ（ｎ＋２π，ｘ）＝－ｆ（ｎ，ｘ）， ｆ（ｎ，ｘ）≤１，ｘ∈Ｒ，因

此，由推论１可知，时滞差分方程至少存在一个２π－反

周期解。

４ 结束语

本文利用Ｌｅｒａｙ－ｓｃｈａｕｄｅｒ非线性抉择这一工具给

出方程（２）反周期解存在性的充分条件，仅考虑当

ｆ（ｓ，ｘ）≤ａｘ＋ｂ（ａ，ｂ为正常数）的情形，针对 ｆ（ｎ，

ｘ）满足其他条件的情形还有待于以后进一步研究。
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