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严格对角占优 Ｍ矩阵的逆矩阵的无穷大范数
上界改进的估计式

李艳艳，蒋建新

（文山学院数理系，云南 文山 ６６３０００）

　　摘　要：设Ａ为严格对角占优的Ｍ矩阵，首先仅利用矩阵 Ａ的元素给出 Ａ－１的元素新的上界估计

式，其次利用这些估计式给出了 Ａ－１ ∞
新的上界估计式，并由此给出了Ａ的最小特征值ｑ（Ａ）下界的估

计式。这些新的估计式改进了已有的结果。
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１ 预备知识

Ｍ矩阵是一个有着广泛应用背景的重要矩阵类，生

物学、物理学、数学和社会科学中的许多问题都和Ｍ矩

阵有着密切的联系，Ｍ矩阵理论因其为这些问题的研

究和解决提供了数学基础和工具而被许多学者关注和

研究。在这些研究中严格对角占优Ｍ矩阵Ａ的逆矩阵

的无穷大范数 Ａ－１ ∞
的上界估计是其热点之一，已获

得了一系列估计式。本文继续这个问题的研究，给出了

Ａ－１ ∞
的上界新的估计式，这些估计式改进了文献［１］

中的相应结果。

为叙述方便，用Ｃｎ×ｎ（Ｒｎ×ｎ）表示ｎ×ｎ复 （实）矩

阵集。
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设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｚ
ｎ×ｎ，Ａ（ｎ１，ｎ）表示删去Ａ的前ｎ１行与

前ｎ１列所得Ａ的主子矩阵，如Ａ
（１，ｎ）表示删去Ａ的第一

行和第一列所得Ａ的主子矩阵。

定义１［２］ 记Ｚｎ×ｎ ＝｛Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ：ａｉｊ≤０，ｉ≠



ｊ；ｉ，ｊ＝１，…，ｎ｝称Ｚｎ×ｎ中的矩阵Ａ为Ｚ－矩阵（简记为

Ａ∈Ｚｎ×ｎ）。

定义２［２］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｚ
ｎ×ｎ，如果Ａ可表示为Ａ

＝αＩ－Ｐ，其中Ｐ≥０（即Ｐ＝（ｐｉｊ），ｐｉｊ≥０，ｉ，ｊ∈Ｎ，

α≥ρ（Ｐ），则称Ａ为Ｍ矩阵（ρ（Ｐ）是非负矩阵Ｐ的谱

半径）。特别，当α＞ρ（Ｐ）时，称Ａ为非奇异Ｍ矩阵；

当α＝ρ（Ｐ）时，称Ａ为奇异Ｍ矩阵。用Ｍｎ表示非奇

异Ｍ矩阵的集合，ｑ（Ａ）表示非奇异 Ｍ矩阵 Ａ的最小

特征值。

定义３［３］ 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ且满足下列条件：

（１） ａｉｉ≥ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ （ｉ∈Ｎ）；（２）Ｊ（Ａ）≠；（３）对

ｉ∈Ｎ，ｉＪ（Ａ），存在非零元素序列ａｉｉ１ａｉ１ｉ２…ａｉｒｋ，其

中ｉ≠ｉ１，ｉ１≠ｉ２，…，ｉｒ≠ｋ，ｋ∈Ｊ（Ａ），则称Ａ为弱链对

角占优矩阵。

定义４［３］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，若Ｊ（Ａ）＝Ｎ，则称

Ａ为严格对角占优矩阵。

注１：由定义３和定义４知，若Ａ为严格对角占优矩

阵，则Ａ为弱链对角占优矩阵。

引理１［４］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ

矩阵。则Ｂ＝Ａ（２，ｎ）∈Ｒ（ｎ－１）×（ｎ－１）也是弱链对角占优Ｍ矩

阵，且Ｂ－１ ＝（βｉｊ）存在，βｉｊ≥０，（ｉ，ｊ＝２，３…，ｎ）。

引理２［５］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ

矩阵，Ｂ＝Ａ（２，ｎ）∈Ｒ（ｎ－１）×（ｎ－１），Ａ－１＝（αｉｊ），Ｂ
－１＝（βｉｊ）。

则
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其中，

Δ＝ａ１１－∑
ｎ
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ａ１ｋ（∑

ｎ

ｉ＝２
βｋｉａｉ１）＞０ （５）

若Ｊ（Ａ）＝Ｎ，则Δ≥ａ１１（１－ｄ１ｌ１）≥ａ１１（１－ｄ１）。

引理３［４］ 设Ａ＝（ａｉｊ）是严格对角占优的Ｍ矩阵，

则Δ≥ａ１１（１－ｄ１ｌ１）＞ａ１１（１－ｄ１）＞０。

引理４［５］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ

矩阵，Ａ－１＝（αｉｊ），令ｑ＝ｑ（Ａ），则ｑ≤ｍｉｎｉ∈Ｎ｛ａｉｉ｝；ｑ≤
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其 中， Ｍ ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｎ ∑

ｊ∈Ｎ
α{ }ｉｊ ＝ Ａ－１ ∞

； ｍ ＝

ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ ∑

ｊ∈Ｎ
α{ }ｉｊ。

２ Ａ－１ ∞ 的上界和ｑ（Ａ）的下界的估计式

由参考文献［６］中定理１的证明可得：

定理１ 若Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占优的

Ｍ矩阵，则Ａ－１ ＝（αｉｊ）满足

αｊｉ≤
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定理２ 若Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占优的

Ｍ矩阵，则Ａ－１ ＝（αｉｊ）满足
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下面给出 Ａ－１ ∞
的上界和 ｑ（Ａ）下界的一些新的

估计式。

定理３ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是严格对角占优的Ｍ

矩阵，Ｂ＝Ａ（２，ｎ）∈Ｒ（ｎ－１）×（ｎ－１），Ａ－１＝（αｉｊ），Ｂ
－１＝（βｉｊ），

则
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证明 令ｈｉ＝∑
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≤ １

ａ１１－∑
ｎ

ｋ＝２
ａ１ｋ ｐｋ１

＋
ｄ１

１－ｄ１ｌ１
ＭＢ

≤
１＋ａ１１ｄ１ＭＢ
ａ１１（１－ｄ１ｌ１）

（１２）

当２≤ｉ≤ｎ时，应用（１）式，（２）式，（７）式得：

∑
ｎ

ｋ＝２
βｉｋ（－ａｋ１）＝Δαｉ１≤ Δｐ

（１）α１１ ＝
１
α１１
ｐ（１）α１１，＝

ｐ（１） ＜１（１３）

由（４）式知，当２≤ｊ≤ｎ时

αｉｊ≤βｉｊ＋α１ｊｐ
（１） ＜βｉｊ＋α１ｊ （１４）
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∑
ｎ

ｊ＝２
（βｉｊ＋α１ｊｄｉ）
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如果 ｈ１≤
１－ｌ１
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＋ｌ１ｈ１＋ＭＢ，由（１２）

式、（１５）式得
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＋ｌ１ｈ１＋ＭＢ，应用（１２）

式得，
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＋
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＋
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≤
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ｎ
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＋
ｌ１

ａ１１（１－ｄ１ｌ１）
＋ １
１－ｄ１ｌ１

ＭＢ
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综合（１６）式与（１７）式得，

Ａ－１ ∞
＜

１－ｌ１

ａ１１－∑
ｎ

ｊ≠１
ａ１ｋ ｐｋ１

＋
ｌ１

ａ１１（１－ｄ１ｌ１）
＋

１
１－ｄ１ｌ１

ＭＢ （１８）

则定理得证。

对（１８）式应用迭代法即得如下定理。

定理４ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是严格对角占优的Ｍ

矩阵，则

Ａ－１ ∞ ≤
１－ｌ１

ａ１１－∑
ｎ

ｋ≠１
ａ１ｋ ｐｋ１

＋
ｌ１

ａ１１（１－ｄ１ｌ１）
＋

∑
ｎ

ｉ＝２

１－ｕｉ
ａｉｉ－∑

ｋ≠ｉ
ｉ≤ｋ≤ｎ

ａｉｋ ｐｋｉ
＋

ｕｉ
ａｉｉ（１－ｄｉｌｉ( )）∏ｉ－１ｊ＝１ １

１－ｕｊｌ[ ]
ｊ

（１９）

应用（８）式和（１０）式，类似定理１的证明可得如下

定理，其证明不再赘述。

定理５ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是严格对角占优的Ｍ

矩阵，Ｂ ＝Ａ（２，ｎ）∈ Ｒ（ｎ－１）×（ｎ－１），Ａ－１ ＝（αｉｊ），Ｂ
－１ ＝

（βｉｊ），则

Ａ－１ ∞
＜

１－ｌ１

ａ１１－∑
ｎ

ｋ≠１
ａ１ｋ ｎｋ１

＋
ｌ１

ａ１１（１－ｄ１ｌ１）
＋

１
１－ｄ１ｌ１

ＭＢ

定理６ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是严格对角占优的Ｍ

矩阵，则

Ａ－１ ∞ ≤
１－ｌ１

ａ１１－∑
ｎ

ｋ≠１
ａ１ｋ ｎｋ１

＋
ｌ１

ａ１１（１－ｄ１ｌ１）
＋

∑
ｎ

ｉ＝２

１－ｕｉ
ａｉｉ－∑

ｋ≠ｉ
ｉ≤ｋ≤ｎ

ａｉｋ ｎｋｉ
＋

ｕｉ
ａｉｉ（１－ｄｉｌｉ( )）∏ｉ－１ｊ＝１ １

１－ｕｊｌ[ ]
ｊ

（２０）

３ 数值算例

例 设Ａ＝
８ －２ －１

－４ ９ －４

－３ －









４ １１

。用ｍａｔｌａｂ７．１计算得
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Ａ－１ ＝
０．１６３１ ０．０５１１ ０．０３３４

０．１１００ ０．１６７０ ０．０７０７

０．０８４５ ０．０７４１ ０．









１２５７

，Ａ－１ ∞
＝０．３４７７，

应用文献［１］中定理２，定理４，定理６分别得 Ａ－１ ∞ ≤

０．４０７，Ａ－１ ∞ ≤０．３５，Ａ
－１

∞ ≤０．３５３；应用本文定理

４的估计式（１９）得 Ａ－１ ∞ ≤０．３４８３；应用本文定理６

的估计式（２０）得； Ａ－１ ∞ ≤０．３４８１。表明在某些条件

下定理４与定理６的估计比参考文献［１］中估计更为精

确。
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