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随机利率下的半连续型变额寿险模型

郭 欣

（上海财经大学应用数学系，上海 ２００４３３）

　　摘　要：寿险中的利率随机问题是近来保险精算研究的热点和重点问题之一。在传统精算学基础

上，对利息力服从标准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动进行建模，得到了一个半连续时间情形下的随机利率模型。在此模

型下计算出了纯保费、年金和责任准备金的简洁表达式，并在ＤｅＭｏｉｖｅ假设下通过数值计算分析了相关

的风险。
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　　传统的精算理论假定利率是确定的，然而事实上利
率具有随机性。随着精算理论研究的深入，利息随机性

的研究在近几十年来逐步受到重视。由死亡率随机性

产生的风险，可以通过出售大量的（充分多的）保单来分

散，但是由利息随机性产生的风险却不能，从这个意义

上说，利息风险要比死亡率风险更为重要。

１９７１年Ｊ．Ｈ．Ｐｏｌｌａｎｄ首次把利率（利息力）视为变
量，对精算函数进行了研究，其后一批学者开始采用各

种随机模型来模拟随机利率。关于利率随机性的建模

一般有两种方法：一种是利息力累计函数建模，一种是

利息力建模。到目前为止，大部分学者采用利息力累积

函数建模，对随机利率服从 Ｇａｕｓｓ过程、Ｐｏｉｓｓｏｎ过程及
反射Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动等随机过程建模，并得到了相应的矩
的简洁表达式。本文的特点是将利息力由常数推广到

由标准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动建模，并在死亡服从ＤｅＭｏｉｖｅ假设
下，根据精算等价原理及Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动随机积分的相关
性质，得到了保费为年初给付，保险金为死亡后立即给

付的半连续型变额寿险模型，使其更符合现实情况，具

有较强的实用性和操作性。

１ 预备知识

设Ａ（ｔ）表示期初投入１单位本金在ｔ时刻的累积值
（终值），称为累积因子；Ｖ（ｔ）表示 ｔ时刻 １单位金额在
期初 ０时刻的贴现值（现值），称为贴现因子；δｔ ＝

Ａ′（ｔ）／Ａ（ｔ）表示ｔ时刻单位时间的利息力［１］。根据利息

理论有Ａ（ｔ）＝ｅ∫
ｔ

０
δｓｄｓ，Ｖ（ｔ）＝ｅ－∫

ｔ

０
δｓｄｓ。假设利息力函数

服从δｔ＝δ＋α
ｄＢ（ｔ）
ｄｔ（０≤ｔ＜＋∞）

［２］，其中δ＞０为

常数利息力，α为参数，Ｂ（ｔ）为Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动。
引理１［３］ 标准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动Ｂ（ｔ），ｔ∈Ｒ＋具有下

列性质：

（１）Ｂ（０）＝０几乎处处成立。
（２）ｔ∈［０，＋∞），Ｂ（ｔ）～Ｎ（０，ｔＩ）。
（３）每条路径均连续，但几乎每条路径处处不可微。
（４）独立平稳增量过程，即：对于任意的有限的时间

序列ｔ０＜ｔ１＜…… ＜ｔｎ，增量 Ｂ（ｔ１）－Ｂ（ｔ０），Ｂ（ｔ２）－
Ｂ（ｔ１），…，Ｂ（ｔｎ）－Ｂ（ｔｎ－１）相互独立。

（５）｛Ｂ（ｔ），ｔ≥０｝的密度函数为：

ｆＢ（ｔ）（Ｘ）＝
１
２π槡 ｔ
ｅ－

Ｘ２
２ｔ

定理１ Ａ（ｔ）＝ｅ（δ－
１
２α２）ｔ＋αＢ（ｔ），Ｖ（ｔ）＝ｅ－（δ－

１
２α２）ｔ－αＢ（ｔ）。

证明 δｔ＝
Ａ′（ｔ）
Ａ（ｔ） ＝δ＋α

ｄＢ（ｔ）
ｄｔ

Ａ′（ｔ）＝δＡ（ｔ）＋αＡ（ｔ）ｄＢ（ｔ）ｄｔ
ｄＡ（ｔ）＝δＡ（ｔ）ｄｔ＋αＡ（ｔ）ｄＢ（ｔ）
令Ｆ（ｔ，ｘ）＝Ｉｎｘ，由Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动的Ｉｔ公式［４］：

ｄＩｎｘ＝Ｆ（ｔ，ｘ）
ｔ

ｄｔ＋Ｆ（ｔ，ｘ）
ｘ

ｄｘ＋１２
２Ｆ（ｔ，ｘ）
ｘ２

（ｄｘ）２



ｄＩｎＡ（ｔ）＝０＋ １
Ａ（ｔ）ｄＡ（ｔ）－

１
２

１
Ａ２（ｔ）

（ｄＡ（ｔ））２ ＝

δｄｔ＋αｄＢ（ｔ）－１２α
２ｄｔ＝（δ－１２α

２）ｄｔ＋αｄＢ（ｔ）

则ＩｎＡ（ｔ）＝ＩｎＡ（０）＋（δ－１２α
２）ｔ＋αＢ（ｔ）

∵Ａ（ｔ）是累积因子，则
ＩｎＡ（０）＝１

ＩｎＡ（ｔ）＝（δ－１２α
２）ｔ＋αＢ（ｔ）

∴Ａ（ｔ）＝ｅ（δ－
１
２α２）ｔ＋αＢ（ｔ），Ｖ（ｔ）＝ １

Ａ（ｔ）＝ｅ
－（δ－

１
２α２）ｔ－αＢ（ｔ）

定理２ Ｅ（ｅ－αＢ（ｔ））＝ｅ
１
２α２ｔ。

证明 Ｅ（ｅ－αＢ（ｔ））＝∫
＋∞

－∞

ｅ－αｘ １
２π槡 ｔ
ｅ－

ｘ２
２ｔｄｘ＝

ｅ
α２ｔ
２∫
＋∞

－∞

１
２π槡 ｔ
ｅ－

（ｘ＋αｔ）２
２ｔ ｄｘ

令ｚ＝ｘ＋αｔ，则

Ｅ（ｅ－αＢ（ｔ））＝ｅ
α２ｔ
２∫
＋∞

－∞

１
２槡π
ｅ－

ｚ２
２ ｄｚ＝ｅ

１
２α２ｔ

２ 均衡纯保费的计算

保险实务中，纯保费与保险金的发生通常不会在同

一时间点上，而对纯保费与保险金的比较不能单纯地看

其数额的大小，还要考虑资金的时间价值以及投保人的

死亡时间。为了解决这个问题，引入精算现值。精算现

值与通常的资金现值的不同之处在于，前者还考虑了投

保人的死亡概率。收入（纯保费）与支出（保额）在保单

生效时的精算现值相等就是所谓的“精算等价原理”［５］，

纯保费就是运用精算等价原理来计算的。

考虑半连续的ｎ年期变额寿险，即如果保险人在第ｎ
年末生存，保险公司不需要支付保险金；如果保险人在保

险期内死亡，则保险公司立即支付保险金。投保人的缴费

方式为离散型，即采用期初缴纳保费的方式。假定（ｘ）表
示年龄为ｘ的投保人；Ｔ表示（ｘ）的剩余寿命；ｔｐ表示（ｘ）
在ｔ年内生存的概率；Ｔ的密度函数为ｆＴ ＝ｔｐμｘ＋ｔ，其中μｘ＋ｔ
表示ｘ＋ｔ时刻的瞬间死亡力。用Ｃ（ｔ）表示关于时间ｔ的保
险金函数，则给付现值函数为［６］：

Ｚ（ｔ）＝Ｃ（ｔ）Ｖ（ｔ）＝ Ｃ（ｔ）ｅ－∫
ｔ

０

δｓｄｓ ０≤ｔ≤ｎ
０{ ｔ＞ｎ

用Ａ１ｘ：ｎ 表示死亡立即给付保险金的精算现值，则有

Ａ１ｘ：ｎ ＝Ｅ［Ｚ（ｔ）］＝ＥＢＥＴ［Ｖ（ｔ）Ｃ（ｔ）］

＝∫
ｎ

０

ＥＢ［Ｖ（ｔ）］Ｃ（ｔ）ｔｐμｘ＋ｔｄｔ

＝∫
ｎ

０

ｅ－（δ－
１
２α２）ｔＥＢ（ｅ

－αＢ（ｔ）Ｃ（ｔ）ｔｐμｘ＋ｔｄｔ

＝∫
ｎ

０

ｅ（α
２－δ）ｔＣ（ｔ）ｔｐμｘ＋ｔｄｔ

用 ａ̈
［Ｔ（ｘ）］＋１∧ｎ 表示给付额为１的期初生存年金的现

值随机变量，这一生存年金的精算现值用 ａ̈ｘ：ｎ表示，则有

ａ̈ｘ：ｎ ＝Ｅ［̈ａ［Ｔ（ｘ）］＋１∧ｎ］＝ＥＢＥＴ［∑
ｎ－１

ｔ＝０
Ｖ（ｔ）Ｉ｛Ｔ≥ｔ｝］

＝∑
ｎ－１

ｔ＝０
ＥＢ［Ｖ（ｔ）］ｔｐ＝∑

ｎ－１

ｔ＝０
ｅ（α

２－δ）ｔ
ｔ ｐ

在死亡力服从ＤｅＭｏｉｖｅ假设下，有μｘ＝
１
ω－ｘ

，ｔｐ＝

ω－ｘ－ｔ
ω－ｘ

，则生存时间Ｔ的密度函数为：

ｆＴ（ｔ）＝ｔｐμｘ＋ｔ＝
１
ω－ｘ

（０＜ｔ＜ω－ｘ）

其中ω表示人类存活的最大寿命（一般而言 ω取
１００，因为年龄超过１００岁的概率非常小）。设变额保险金
函数为Ｃ（ｔ）＝１＋ａｔ，即考虑一类变额保险精算模型，
则有

Ａ１ｘ：ｎ ＝
１
ω－ｘ∫

ｎ

０

ｅ（α
２－δ）ｔ（１＋ａｔ）ｄｔ＝

１
ω－ｘ

（α２－δ＋ ａｎ
α２－δ

－ｃ）ｅｎ（α
２－δ）－（α２－δ）[ ]＋ａ

ａ̈ｘ：ｎ ＝
１
ω－ｘ∑

ｎ－１

ｔ＝０
（ω－ｘ－ｔ）ｅ（α

２－δ）ｔ＝

１
ω－ｘ

１－ｅｎ（α
２－δ）

１－ｅα
２－δ（ω－ｘ－ｅ

α２－δ）＋ｎｅｎ（α
２－δ[ ]）

令β０ ＝α
２－δ，β１ ＝ｅ

α２－δ，由“精算等价原理”可得纯保

费为：

ｐ（Ａｘ）＝
Ａ１ｘ：ｎ
ａ̈ｘ：ｎ

＝

（１－β１）［β０（１－β１）（ａ－β０）＋ａｎβ１］
β０［（ω－ｘ）－β１－（ω－ｘ－ｎ）β１－（ｎ－１）β１］

（１）

３ 均衡纯保费责任准备金的计算

根据精算等价原理，投保人缴纳的纯保费与保险人

未来支付的保险金在保单签发生效之时的精算现值相

等，保险公司的期望损失为零。但这种平衡不是持续存

在的，对于保险人而言，事先确定一定金额的基金以确

保未来保险金的给付是一项重要的工程，这种基金就是

均衡纯保费下的责任准备金，其设立的用途就是为了应

付未来保险责任的履行。因此，投保人（ｘ）在第 ｔ０时刻
的责任准备金为：

ｔ０Ｖ＝Ａ
１
ｘ＋ｔ０：ｎ－ｔ０

－ｐ（Ａｘ）̈ａｘ＋ｔ０：ｎ－ｔ００≤ｔ０ ＜ｎ
令Ｍ ＝ω－ｘ－ｔ０，Ｎ＝ｎ－ｔ０，则有

ｔ０Ｖ＝
１
Ｍ｛
１
β０
［β０（１－β１）（ａ－β０）＋ａＮβ１］
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－
ｐ（Ａｘ）
１－β１

［Ｍ－β１－（Ｍ－Ｎ（１＋β１）＋β１）β１］｝（２）

４ 风险分析

根据纯保费责任准备金的计算原理，则保险公司在

ｔ０时刻的亏损随机变量为：

ｔ０Ｌｘ ＝Ｃ（ｔ＋ｔ０）ｅ
－∫
ｔ

０

δｓｄｓ－ｐ（Ａｘ）̈ａ［Ｔ（ｘ）－ｔ０］＋１∧ｎ
＝Ｘ１－ｐＸ２ （３）

其中，Ｘ１ ＝Ｃ（ｔ＋ｔ０）ｅ
－∫
ｔ

０

δｓｄｓ，Ｘ２ ＝ａ̈［Ｔ（ｘ）－ｔ０］＋１∧ｎ，ｐ＝

ｐ（Ａｘ），ａ̈［Ｔ（ｘ）－ｔ０］＋１∧ｎ 表示投保人（ｘ）第ｔ０时刻起直到死
亡给付额为１的定期生存年金的现值，则损失变量的方
差为：

Ｖａｒ（ｔ０Ｌ）＝Ｖａｒ（Ｘ１－ｐＸ２）
＝Ｖａｒ（Ｘ１）＋ｐ

２Ｖａｒ（Ｘ２）－２ｐＣｏｖ（Ｘ１，Ｘ２）
＝Ｅ（Ｘ１）－［Ｅ（Ｘ１）］

２＋ｐ２Ｅ（Ｘ２）－ｐ
２［Ｅ（Ｘ２）］

２－
２ｐ［Ｅ（Ｘ１Ｘ２）－Ｅ（Ｘ１）Ｅ（Ｘ２）］ （４）

其中，

Ｅ（Ｘ１）＝
１
Ｍβ０
［β０（１－β１）（ａ－β０）＋ａＮβ１］

Ｅ（Ｘ２）＝
１

Ｍ（１－β１）
［Ｍ－β１－（Ｍ－Ｎ）β１－

（Ｎ－１）β１
令β２ ＝３α

２－２δ，β３ ＝ｅ
３α２－２δ

Ｗ ＝ａ２＋２ａｔ０－２ａ，Ｙ＝１－ａｔ０

Ｅ（Ｘ１）＝ＥＢＥＴ［Ｃ
２（ｔ＋ｔ０）ｅ

－２∫
ｔ

０

δｓｄｓ］

＝ １
Ｍβ２
［（ＷＮ－Ｗβ２＋Ｙ

２）β３＋Ｗβ２－Ｙ
２］

Ｅ（Ｘ２）＝ＥＢＥＴ［（̈ａ［Ｔ（ｘ）－ｔ０］＋１∧ｎ）
２］

＝ １
Ｍ（１－β３）

［Ｍ－β３－（Ｍ－Ｎ）β３－（Ｎ－１）β３］

＋ ω－ｘ
（１－β１）

２［１－２β１－Ｎβ１＋（Ｎ＋１）β１］

Ｅ（Ｘ１Ｘ２）＝ＥＢＥＴ［Ｃ（ｔ＋ｔ０）Ｖ（ｔ）∑
ｎ－１－ｔ０

ｋ＝０
Ｖ（ｋ）Ｉ｛Ｔ≥ｋ｝］

＝１Ｍ∑
Ｎ

ｔ＝０
Ｃ（ｔ＋ｔ０）（ω－ｘ－ｔ）β

－ｔ
１∫
Ｎ

０

βｕ１
Ｍ－ｕｄｕ （５）

将式（５）代入（４）可得损失变量的方差Ｖａｒ（ｔ０Ｌ）。

５ 模型的应用

考虑２５岁投保人投保１０年期半连续型死亡保险，
假设利息力δｔ始终围绕着６％的水平随机波动，此波动
为标准Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动，设参数α＝０．１。在ＤｅＭｏｉｖｅ假
设下，死亡率采用中国人寿保险业经验生命表（２０００
２００３）［７］计算。由于未来损失方差的大小可以用来反映
保险公司在设定了纯保费责任准备金后需要承担的风

险的大小，通过改变Ｃ（ｔ）的参数ａ的大小，分析其对责
任准备金和损失方差的影响。下面设定 ａ１ ＝０６，ａ２ ＝
０３，ａ３ ＝０，用Ｍａｔｌａｂ编程作图可以得到。

图１和图２比较了函数Ｃ（ｔ）＝１＋ａｔ中不同ａ的取
值下责任准备金和损失方差的大小关系。从中可以看

出，随着ａ的增大责任准备金和损失方差都逐渐增大，这
说明了随着变额保险金的变大，保险公司储备的责任准

备金数额也要相应的增加，同时由于保险金数额变大而

带来的给付风险也会随之增大。另外，随着时间的变化，

当责任准备金增加的幅度越来越大时，损失方差先变大

再变小，这说明了随着投保人年龄的增大，死亡给付成

本将逐年增加，即保险公司赔付的概率不断增大，这就

需要更多的责任准备金。同样，随着赔偿的确定性的增

加，保险公司的损失风险就会呈递减的趋势，这一结论

完全符合实际的寿险业务［８９］。

图１ 责任准备金曲线

图２ 损失方差曲线

６ 结束语

本文采用利息力服从Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动建模，将随机利
率引入半连续型的死亡保险中，根据精算等价原理和随

机积分相关性质，得到了死亡服从ＤｅＭｏｉｖｅ假设下的均
衡纯保费、责任准备金和损失方差的一般表达式，并利

用未来的损失方差有效地分析了保险公司提取责任准

备金后所面临的风险。同时，通过参数变化的数值分析

得到了与保险务实完全相符的结论。当ｎ→∞时，可以

７８第２５卷第４期　　 　　　　　郭 欣：随机利率下的半连续型变额寿险模型



得到相应的终身寿险的模型。另外，本文中的赔付额与

时间有关，即不同形式的 Ｃ（ｔ）所表示的寿险模型亦不
同，这样使得险种更加灵活，对保险公司的寿险实务具

有参考价值。
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