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一类 Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法在求解 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程的应用

张晓东，黄光鑫

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：提出了一种求解Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程ＡＸ＋ＸＢ＝ＥＦＴ的块Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法。当矩阵Ａ和Ｂ非常

大，并且右侧的的秩很小时，给出如何求解精确低秩近似解。理论结果和数值实例证明了方法的有效

性。
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引 言

Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程出现在很多的应用领域，如控制和通

信理论，模型降解问题［１－２］。矩阵方程

ＡＸ＋ＸＢ＝ＥＦＴ （１）

也出现在矩阵微分Ｒｉｃｃａｔｉ数值解，普通或偏微分方程的

去耦技术，图像修复等技术［３－６］。

本文将研究大规模时间连续Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程（１）的数

值解，其中未知矩阵，系数矩阵，是满秩矩阵，ｒｎ，ｓ。

假设Ａ和Ｂ都是稳定的矩阵（即，Ａ和 Ｂ的所有的

特征值都在开左半复平面）。在这个条件下，矩阵方程

（１）有唯一的解Ｘ，可以表示为积分形式：

Ｘ＝－∫
＋∞

０
ｅｔＡＥＦＴｅｔＢｄｔ

结果对稳定矩阵 Ａ和 Ｂ是有效的。如果这个条件不成

立，那么应该进行其它的研究，在这个方面还不成熟。

Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ－Ｓｃｈｕｒ方法［７］是 Ｂａｒｔｅｌｓ－Ｓｔｅｗａｒｔ算法［８］的

一种有效的变形，并且广泛应用于直接求解中小型 Ｓｙｌ

ｖｅｓｔｅｒ方程。这些方法需要将 Ａ和 Ｂ中最大的简化成

Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ的形式，小的简化成实 Ｓｃｈｕｒ的形式。因此，

Ａ或Ｂ中的任意一个是中型或大型稀疏矩阵时，直接法

将不适用求解。

对于系数矩阵Ａ和Ｂ是中大型矩阵时，将会应用迭

代方法求解。如果矩阵稀疏并且Ａ和Ｂ的谱信息未知，

诸如基于 Ａｒｎｏｌｄｉ过程［９－１０］的 Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法［１１］是

非常有吸引力的。当系数矩阵Ａ和Ｂ是稠密时，如基于

矩阵的符号函数的迭代方法非常有效。如果给定Ａ和Ｂ

的谱信息，可以应用 Ｓｍｉｔｈ方法［１２］和交替方向隐式

（ＡＤＩ）迭代法［３－４］。如果可以有效地计算出Ａ和Ｂ的次

优转换，ＡＤＩ迭代法比 Ｋｒｙｌｏｖ法的收敛速度快，并且可

以以很小的代价有效地求出线性系统的转换系数矩阵。

本文中将提出一种应用到低秩时间连续 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程

的块Ｋｒｙｌｏｖ方法。

本文的符号标记：对在瓗ｎ×ｓ上的矩阵 Ｘ和 Ｙ，定义

下面的内积〈Ｘ，Ｙ〉Ｆ ＝ｔｒａｃｅ（Ｘ
ＴＹ），其中ＸＴ是Ｘ的转置

矩阵。Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数定义 · Ｆ，对于 Ｖ∈瓗
ｎ×ｓ，块

Ｋｒｙｌｏｖ子空间 Ｋｍ（Ａ，Ｖ）是由矩阵 Ａ，ＡＶ，…，Ａ
ｍ－１Ｖ的列

生成的子空间。

１ 块Ａｒｎｏｌｄｉ算法

Ａｒｎｏｌｄｉ算法［１３－１４］：设Ｖ是一个ｎ×ｓ的矩形矩阵，考

虑块Ｋｒｙｌｏｖ子空间

Ｋｍ（Ａ，Ｖ）＝ｓｐａｎ｛Ｖ，ＡＶ，．．．，Ａ
ｍ－１Ｖ｝

是由矩阵Ｖ，ＡＶ，．．．，Ａｍ－１Ｖ的列产生。

块Ａｒｎｏｌｄｉ算法构造了 Ｋｒｙｌｏｖ子空间 Ｋｍ（Ａ，Ｖ１）的

一组正交基，算法描述如下：



算法１ 块Ａｒｎｏｌｄｉ算法：

（１）选择一个ｎ×ｓ的单位矩阵Ｖ１
（２）Ｆｏｒｊ＝１，…，ｍＷｊ＝ＡＶｊ
Ｆｏｒｉ＝１，…，ｊ

Ｈｉ，ｊ＝Ｖ
Ｔ
ｉＷｊ

Ｗｊ＝Ｗｊ－ＶｊＨｉ，ｊ
ＱｊＲｊ＝Ｗｊ（ＱＲ分解，Ｑｊ和Ｒｊ的维数分别是ｎ×ｓ，

ｓ×ｓ）

Ｖｊ＋１ ＝Ｑｊ；Ｈｊ＋１，ｊ＝Ｒｊ
块Ｖ１，…，Ｖｍ由该算法构建，并且它们相互正交，本

文假设上三角矩阵 Ｈｊ＋１，ｊ有最大的秩。如果 Ｈｊ＋１，ｊ ＝

Ｏｓ×ｓ，那么Κｊ在Ａ下不变。

矩阵ｖｍ ＝［Ｖ１，…Ｖｍ］的列形成块Ｋｒｙｌｏｖ子空间Κｍ
＝ｓｐａｎ｛Ｖ１，ＡＶ１，．．．Ａ

ｍ－１Ｖ１｝。

设 珟Ｈｍ表示（ｍｓ＋ｓ）×ｍｓ的块上三角Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩

阵，它的非零块Ｈ在算法１中定义。子矩阵Ｈｉ，ｊ，１≤ｉ≤

ｊ是稠密的并且Ｈｉ＋１，ｉ是上三角的。Ｈｍ是ｍｓ×ｍｓ矩阵，

通过珟Ｈｍ去掉最后ｓ行得到。

从块Ａｒｎｏｌｄｉ算法，可以推断出：

ＡＶｍ ＝ＶｍΗｍ ＋Ｖｍ＋１Ｈｍ＋１Ｅ
Ｔ
ｍ

ＡＶｍ ＝Ｖｍ＋１珦Ηｍ，Ｈｍ ＝Ｖ
Ｔ
ｍＡＶｍ，Ｖ

Ｔ
ｍＶｍ ＝Ｉｍｓ

Ｅｍ是ｍｓ×ｍｓ单位矩阵Ｉｍｓ的最后ｓ列。

用Ｃ替代ＥＦＴ，方程（１）可表示为：

ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ （２）

方程（２）有唯一解，当且仅当Ｓｐ（Ａ）∩Ｓｐ（Ｂ）≠０，其中

Ｓｐ（Ａ）是矩阵Ａ的特征值集合，在整篇文章中，假设满足

这个条件。

设Α是线性算子，定义如下：

Ａ：瓗 →ｎ×ｓ 瓗ｎ×ｓ

→Ｘ Ａ（Ｘ）＝ＡＸ＋ＸＢ

Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程（１）被写成

Ａ（Ｘ）＝Ｃ （３）

求解方程（３）等价于求解原始方程（１）。

２ 块ＧＭＲＥＳ－Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ法

提出求解（２）近似解的方法是基于应用块 ＧＭＲＥＳ

法到方程（３）中。块 ＧＭＲＥＳＳｙｌｖｅｓｔｅｒ（ＢＧＳ）法从初始

假设 Ｘ０开始计算，到矩阵 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程（２）的近似解

ＸＧｍ，满足Ｘ
Ｇ
ｍ －Ｘ０ ＝ＶｍＹ

Ｇ
ｍ∈Κｍ（Α，Ｒ０）（Ｙ

Ｇ
ｍ∈瓗

ｍｓ×ｓ，这

里的Ｒ０表示初始残差，对初始假设Ｘ０，Ｒ０ ＝Ｃ－ＡＸ０－

Ｘ０Ｂ，并且残差Ｒ
Ｇ
ｍ ＝Ｒ０－ＡＸｍ－ＸｍＢ的Ｆ范数最小。可

以得到性质ＸＧｍ －Ｘ０＝Ｚｍ∈Κｍ（Α，Ｒ０）和正交关系Ｒ
Ｇ
ｍ

＝Ｃ－Α（ＸＧｍ）⊥Κｍ（Α，Ｒ０）。

命题１ 假设Α是之前定义的算子，并且假定Ｒ０是

满秩的。那么，Κｍ（Α，Ｒ０）＝Κｍ（Ａ，Ｒ０），所以，Ｘ
Ｇ
ｍ －

Ｘ０ ＝Ｚｍ∈Κｍ（Ａ，Ｒ０），Ｒ
Ｇ
ｍ ＝Ｃ－Α（Ｘ

Ｇ
ｍ）⊥Κｍ（Ａ，Ｒ０）。

假设Ｒ０的秩为ｓ，并设并设Ｒ０ ＝Ｖ１Ｕ１是Ｒ０的ＱＲ

分解，ｎ×ｓ的矩阵Ｖ１是正交的，Ｕ１是ｓ×ｓ的上三角矩

阵。

由正交关系可以得出：

ＶＴｍ（Ｒ０－ＡＶｍＹ
Ｇ
ｍ ＋ＶｍＹ

Ｇ
ｍＢ）＝０

所以，低维的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ方程：

ΗｍＹｍ ＋ＹｍＢ＝珘Ｃ

有 珘Ｃ＝ＶＴｍＲ０＝珘Ｅ１Ｕ１，珘Ｅ１是ｍｓ×ｓ矩阵，它的上ｓ×

ｓ主要块是单位矩阵。

使用满足算法１的关系式，残差ＲＧｍ可以写成：

ＲＧｍ ＝Ｖｍ＋１
ΗｍＹ

Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ

Ｈｍ＋１，ｍＥ
Ｔ
ｍＹ

( )Ｇ
ｍ

但是，由于矩阵ｖｍ＋１的列是正交的，有：

ｍｉｎ
ＹＧｍ
ＲＧｍ Ｆ ＝ｍｉｎＹＧｍ

ΗｍＹ
Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ

Ｈｍ＋１，ｍＥ
Ｔ
ｍＹ

( )Ｇ
ｍ Ｆ

（４）

命题２ 最小值问题（４）等价于新的问题：

ΗＴｍ（ΗｍＹ
Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ）－（ΗｍＹ

Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ）Ｂ

Ｔ＋

ＥｍＨ
Ｔ
ｍ＋１，ｍＨｍ＋１，ｍＥ

Ｔ
ｍＹ
Ｇ
ｍ ＝０ （５）

残差范数满足：

ＲＧｍ Ｆ ＝［ｔｒａｃｅ（珘Ｃ
Ｔ（－ΗｍＹ

Ｇ
ｍ －Ｙ

Ｇ
ｍＢ＋珘Ｃ））］

１／２（６）

证明 从关系（４）式，残差的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数可以转

换成

ＲＧｍ
２
Ｆ ＝ ΗｍＹ

Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ

２
Ｆ ＋ Ｈｍ＋１，ｍＥ

Ｔ
ｍＹ
Ｇ
ｍ
２
Ｆ

（７）

定义线性操作符 Φｍ 和 Ψｍ 如下：对 Ｙ∈瓗
ｍｓ×ｓ，

Φｍ（Ｙ）＝ΗｍＹ＋ＹＢ，Ψｍ（Ｙ）＝Ｈｍ＋１，ｍＥ
Ｔ
ｍＹ，（７）式可以

表示为：

ＲＧｍ
２
Ｆ ＝ Φｍ（Ｙ

Ｇ
ｍ）－珘Ｃ

２
Ｆ ＋ Ψｍ（Ｙ

Ｇ
ｍ）

２
Ｆ （８）

因此ＹＧｍ是最小的残差Ｆ范数当且仅当他满足下面

的线性矩阵方程：

ΦＴｍ（Φｍ（Ｙ
Ｇ
ｍ）－珘Ｃ）＋Ψ

Ｔ
ｍ（Ψｍ（Ｙ

Ｇ
ｍ））＝０ （９）

其中线性操作符ΦＴｍ和Ψ
Ｔ
ｍ分别是操作符Φｍ和Ψｍ

的转置。因此方程（９）可以写成：

ΗＴｍ（ΗｍＹ
Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ）－（ΗｍＹ

Ｇ
ｍ ＋Ｙ

Ｇ
ｍＢ－珘Ｃ）Ｂ

Ｔ＋
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ＥｍＨ
Ｔ
ｍ＋１，ｍＨｍ＋１，ｍＥ

Ｔ
ｍＹ
Ｇ
ｍ ＝０

之后，给定残差范数

ＲＧｍＦ ＝－〈珘Ｃ，Φｍ（Ｙ
Ｇ
ｍ）－珘Ｃ〉Ｆ ＝

［ｔｒａｃｅ（珘ＣＴ（－ΗｍＹ
Ｇ
ｍ －Ｙ

Ｇ
ｍＢ＋珘Ｃ））］

１／２

证明结束。（６）式中的残差范数为 ＢＧＳ算法的实

现给出了一个终止准则。它可以在不用精确计算残差

的情况下测试其收敛性。

证明广义Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ矩阵方程的解ＹＧｍ存在，并且假若

Ηｍ和Ｂ没有相同特征值时唯一。

命题３ 假定在块Ａｒｎｏｌｄｉ算法执行到第ｍ步，并且

Ｓｐ（Ηｍ）∩Ｓｐ（Ｂ）＝０，那么

（１）问题（５）式的解存在并且唯一。

（２）对应的残差 ＲＧｍ满足 Ｇａｌｅｒｋｉｎ条件 ｖ
Ｔ
ｍ（Ａ

ＴＲＧｍ －

ＲＧｍＢ
Ｔ）＝０。

证明 设Αｍ，１ ＝ＩｓΗｍ －Ｂ
ＴＩｍｓ和Αｍ，２ ＝Ｉｓ

（Ｈｍ＋１，ｍＥ
Ｔ
ｍ）分别表示操作符 Φｍ和 Ψｍ的相关矩阵，假

定

Αｍ ＝
Αｍ，１

Αｍ，
( )

２

（１０）

问题（４）可以被写成

ｍｉｎＡｍｖｅｃ（Ｙ
Ｇ
ｍ）－ｖｅｃ（珘Ｃ）２ （１１）

但是，因为矩阵 Ηｍ和 Ｂ没有相同的特征值，矩阵

Αｍ，１是满秩，因此Αｍ也是满秩，并且先前的最小值问题

有唯一解。命题的第二部分通过使用块 Ａｒｎｏｌｄｉ算法生

成的块的性质很容易证明。重启块 ＧＭＲＥＳ－Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ

（ＢＧＳ（ｍ））总结如下：

算法２ （块ＧＭＲＥＳ－Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ（ＢＧＳ）（ｍ））

（１）选择原始ｎ×ｓ矩阵Ｘ０。

（２）计算Ｒ０＝Ｃ－ＡＸ０－Ｘ０Ｂ和ＱＲ分解Ｒ０＝Ｖ１Ｕ１
，其中Ｕ１是ｓ×ｓ上三角矩阵，Ｖ１是ｎ×ｓ正交矩阵。

（３）对ｋ＝１，．．．，ｋｍａｘ
（ⅰ）利用算法１生成块 Ａｒｎｏｌｄｉ块 Ｖ１，．．．Ｖｍ和矩

阵Ηｍ ＝［Ｈｉ，ｊ］ｉ，ｊ＝１，…，ｍ。

（ⅱ）求解问题（５）并计算近似解ＸＧｍ ＝Ｘ０＋ｖｍＹ
Ｇ
ｍ。

（ⅲ）测试收敛性；如果 ＲＧｍ Ｆ ＜ｔｏｌ那么停止。

（ⅳ）设Ｘ０ ＝Ｘ
Ｇ
ｍ回到第２步。

结束。

３ 数值实例

给出Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ矩阵方程：ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ，这里Ａ和Ｂ

是三角矩阵。

Ａ＝ｔｒｉｄｉａｇ（－１－ｖｈ，２，－１＋ｖｈ）

Ｂ＝ｔｒｉｄｉａｇ（－１－ｖｋ，２，－１＋ｖｋ）

其中，ｈ＝１／（ｎ＋１），ｋ＝１／（ｓ＋１）。权值矩阵Ｃ

是被随机值均匀分布在［０，１］上，这里选取Ｘ０ ＝０。

表１是选取ｎ＝３０００，ｓ＝１０，ν＝１０．块ＧＭＲＥＳ

Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ算法得到的结果。这里选择重启步数为２。
表１ 块ＧＭＲＥＳＳｙｌｖｅｓｔｅｒ（ＢＧＳ）法
Ｍｅｔｈｏｄ ＢＧＳ（２）

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ １６
Ｆｌｏｐｓ ２．０×１０８

Ｒｅｓｉｄｕａｌｎｏｒｍｓ ４ｅ－０９

　　表２是选取ｎ＝４０００，ｓ＝１０，ｍ ＝３，ｖ＝１，块

ＧＭＲＥＳＳｙｌｖｅｓｔｅｒ算法得到的结果。这里选择重启步数
为３。

表２ 块ＧＭＲＥＳＳｙｌｖｅｓｔｅｒ（ＢＧＳ）法
Ｍｅｔｈｏｄ ＢＧＳ（３）

Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ２６
Ｆｌｏｐｓ ７．２×１０８

Ｒｅｓｉｄｕａｌｎｏｒｍｓ ６．７ｅ－０９

４ 结束语

本文提出了一种块 Ｋｒｙｌｏｖ子空间算法，求解Ｓｙｌｖｅｓ
ｔｅｒ矩阵方程。由于最小化性质，ＧＭＲＥＳＳｙｌｖｅｓｔｅｒ法看
起来更加强健，但是对相当大的值 ｓ需要更多的计算。
数值实例证明了方法的有效性。
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