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随机微分方程稳定性的两种不动点方法的比较

王春生

（广州大学华软软件学院管理系，广州 ５１０９９０）

　　摘　要：考虑了一类线性随机积分微分方程，通过应用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法得出使得其零解指数均

方稳定性的条件，并对所得的零解指数均方稳定性定理给出了严格的证明。最后通过实例将所得结论

与采用Ｂａｎａｃｈ不动点方法得出的结论作出了比较分析，得出在采用不动点方法研究随机微分方程零解

的稳定性时，Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法和Ｂａｎａｃｈ不动点方法各有所长，这使得不动点方法在随机微分方程零

解稳定性方面的研究更加简单可行。
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　　很多专家学者已利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法、不动点方法
以及其它方法研究了确定性和随机微分方程以及积分

微分方程解的稳定性、有界性和周期解的存在性，并对

三种方法进行了分析和比较［１１２］。作为不动点方法的推

广，文献［１３］研究了一类随机积分微分方程的均方指数
稳定性和Ｌ２稳定性，改进了文献［７］的部分结论。由于
不动点方法在研究随机微分方程的稳定性方面有诸多

优越性，所以该方面的研究已被很多专家学者所关注。

不过，目前大多数文献都是采用 Ｂａｎａｃｈ不动点方法进
行研究，采用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法研究的较少。作为该
研究的深入推广，本文将采用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法研究
一类随机积分微分方程的指数均方稳定性。文章最后

通过实例，对两种不动点方法所得的结论进行了分析和

比较。

１ 论证分析

１．１ 主要结果

定义１ 方程

ｄｘ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ＋∫
ｔ

０
Ｇ（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓｄω（ｔ），ｔ≥０

（１）
被称为是指数均方稳定的，如果对任意的初值ξ，存在Ｃ

＞０，ρ＞０，使得其相应的解 ｘ（ｔ）满足 Ε ｘ（ｔ）２≤
ＣＥξ２ｅ－ρｔ，ｔ≥０。

Ｂａｎａｃｈ不动点定理［１４］：设 （Ｘ，ｄ）是完备的距离空
间，Ｔ：Ｘ→Ｘ，对任意的ｘ，ｙ∈Ｘ，有ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤θｄ（ｘ，
ｙ），其中０＜θ＜１，则存在唯一的珋ｘ∈Ｘ，使得Ｔ珋ｘ＝珋ｘ，
即Ｔ在Ｘ上有唯一的不动点。

Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理：若Ｋ是Ｂａｎａｃｈ空间Ｂ的一凸
闭子集，而τ：Κ→Κ是全连续的，则存在 ｘ ∈ Κ使得
τｘ ＝ｘ 。

定理１［２］ 每一个一致均方有界和均方等度连续的
函数集（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），．．．，ｘｎ（ｔ）），对任何ｔ∈Τ至少存
在一Ｔ上均方收敛的子序列。

假设 （Ω，Ｆ，｛Ｆｔ≥０｝，Ｐ）是一个完备的概率空间，
｛Ｆｔ｝右连续包含所有的零测集，｛ω（ｔ），ｔ≥０｝是一个
定义在（Ω，Ｆ，｛Ｆｔ≥０｝，Ｐ）上的一维布朗运动，函数ａ（ｔ）

∈Ｃ（Ｒ＋，Ｒ）。
考虑方程（１），Ｇ：Ｒ＋→Ｒ，初始条件ｘ０＝ξ可测，且

Ｅξ２ ＜∞。

在文献［１３］中采用Ｂａｎａｃｈ不动点方法研究过方程
（１）的指数均方稳定性，得出如下结论：

定理２ 假设存在正数β，Μ０，γ，κ＞Μ ＞０和连续
函ｈ（ｔ）：［０，∞）→Ｒ＋，当ｔ≥０时，存在η∈（０，１），使



得

（１）ｅ－∫
ｔ
ｓｈ（ｕ）ｄμ ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）≤Μｅ－κ（ｔ－ｓ），０≤ｓ＜ｔ

（２）ｓｕｐ
ｔ≥０∫

ｔ

０
ｅ－γ（ｒ－ｔ）ｅ－２∫

ｔ
ｒｈ（ｕ）ｄμｄｒ≤Μ０

（３）∫
ｔ

０
ｅ－∫

ｔ
ｓｈ（ｕ）ｄｕ ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）ｄｓ＋

β
γ∫

ｔ

０
ｅ－２∫

ｔ
ｓｈ（ｕ）ｄμｄ[ ]ｓ

１
２≤η＜１

（４） Ｇ（ｔ）≤βｅ－γｔ

则方程（１）的零解ｘ（ｔ）均方指数稳定。
用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法研究方程（１）的零解的指数

均方稳定性，得到如下结论：

定理３ 假设存在正数 κ，β，Μ，Μ０，γ和连续有界
的函数ｈ（ｔ）：［０，∞）→Ｒ＋，当ｔ≥０时，

（１）ｅ－∫
ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄｕ ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）≤Ｍｅ－κ（ｔ－ｓ），０≤ｓ≤ｔ

（２）ｓｕｐ
ｔ≥０∫

ｔ

０
ｅ－γ（ｒ－ｔ）ｅ－２∫

ｔ
ｒｈ（ｕ）ｄμｄｒ≤Ｍ０

（３） Ｇ（ｔ）≤βｅ－γｔ

则方程（１）的零解ｘ（ｔ）指数均方稳定。
１．２ 定理３的证明

证明 定义Ｓ为所有Ｆ－适应过程φ（ｔ，ｗ）：［０，∞）
×Ω→Ｒ所构成的 Ｂａｎａｃｈ空间，且对固定的 ω∈ Ω，
（ｔ，ω）关于ｔ几乎处处连续，其初值( )０ ＝ξ。当ｔ→
∞时，存在一常数α满足０＜α＜ｍｉｎ｛κ，γ｝，使得当ｔ

→∞时，ｅαｔＥ（ｔ，ω）２→０。定义算子 Ψ：Ｓ→ Ｓ且

（Ψφ）（０）＝ξ，当ｔ≥０时，

（Ψφ）（ｔ）＝ξｅ－∫
ｔ

０
ｈ（ｕ）ｄμ＋

∫
ｔ

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］（ｓ）ｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ＋

∫
ｔ

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ）∶＝∑

３

ｉ＝１
Ｉｉ （２）

（１）Ｓ是凸闭的。对任意的ｘ１，ｘ２，．．．，ｘｎ∈Ｓ，λｉ∈

Ｒ，∑ｎ

ｉ＝１
λｉ＝１，对任意ε＞０，存在Ｔｉ＞０，当 ｔ＞Ｔｉ

时，ｅαｔＥ ｘｉ（ｔ）
２＜ε。令Ｔ＝ｍａｘ｛Ｔｉ，ｉ＝１，２．．．，ｎ｝，

则当ｔ＞Ｔ时，

ｅαｔＥ∑ｎ

ｉ＝１
λｉｘｉ（ｔ）

２ ＜ε∑ｎ

ｉ＝１
λｉ＝ε

即∑ｎ

ｉ＝１
λｉｘｉ（ｔ）∈Ｓ。

（２）ψ是Ｓ上的全连续算子。首先，ΨＳ等度均方连
续。如果φ∈Ｓ，０≤ｔ１ ＜ｔ２，则

Ｅ（Ψφ）（ｔ２）－（Ψφ）（ｔ１）
２ ＝

Ｅ ξｅ－∫
ｔ２

０
ｈ（ｕ）ｄμ－ξｅ－∫

ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄ( )μ ＋

∫
ｔ２

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄ( ｓ－

∫
ｔ１

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄ)ｓ＋

∫
ｔ２

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ( ）－

∫
ｔ１

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ)） ２

≤

３Ｅξ２ｅ－２∫
ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄμ ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１２＋

３Ｅ
ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ２
φ（ｔ）( )２

∫
ｔ２

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ－

∫
ｔ１

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ

２
＋

３Ｅ ∫
ｔ２

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )[ ｒｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ）－

∫
ｔ１

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ]）２

（３）

因为ｈ（ｓ）有界，所以存在δ＞０使得，

３Ｅξ２ｅ－２∫
ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄμ ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１２≤

３Ｅξ２ｅ－２∫
ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄμ ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１≤

３Ｅξ２ｅ－２∫
ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄμｅ０∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ≤

３Ｅξ２ｅ－２∫
ｔ１

０
ｈ（ｕ）ｄμδ（ｔ２－ｔ１）≤

３Ｅξ２δ（ｔ２－ｔ１） （４）

同时，由条件（１）知，

∫
ｔ２

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ－

∫
ｔ１

ｓ
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ２ ＝

∫
ｔ１

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμ（ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１）ｄｓ＋

∫
ｔ２

ｔ１
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］ｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ

２
≤

∫
ｔ１

０
Μｅ

－κ（ｔ１－ｓ）
（ｅ－∫ｔ１ｈ（ｕ）ｄμ－１）ｄｓ＋

∫
ｔ２

ｔ１
Μｅ－κ（ｔ２－ｓ）ｄｓ２≤

Μ
κ
（１－ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ）＋Μ

κ
（１－ｅ－κ（ｔ２－ｔ１））

２

≤

２Μ２

κ２ ∫
ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ＋

２Μ２

κ
（ｔ２－ｔ１）≤

２δΜ２

κ２
＋２Μ

２( )κ （ｔ２－ｔ１） （５）

再者，由条件（２）、（３）知，

Ｅ ∫
ｔ２

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )[ ｒｅ－∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ）－

∫
ｔ１

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ]）２

≤
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２∫
ｔ１

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( ){ ｒ ２×

ｅ－２∫
ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμ（ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１）２ｄｓ＋

∫
ｔ２

ｔ１
∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒ２ｅ－２∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄ}ｓ≤

２
ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ２
Ｅφ（ｔ）( )２ ∫ｔ１０ ∫ｓ０Ｇ（ｓ－ｒ）ｄ( ){ ｒ ２×

ｅ－２∫
ｔ１

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμ（ｅ－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１）２ｄｓ＋

∫
ｔ２

ｔ１
∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）ｄ( )ｒ２ｅ－２∫

ｔ２

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄ}ｓ

２β２

γ２
ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ２
Ｅφ（ｔ）( )２ ×

｛Μ０（ｅ
－∫

ｔ２

ｔ１
ｈ（ｕ）ｄμ－１）２＋（ｔ２－ｔ１）｝≤

２β２

γ２
ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ２
Ｅφ（ｔ）( )２ ×

｛Μ０δ（ｔ２－ｔ１）＋（ｔ２－ｔ１）｝＝
２β２（Μ０δ＋１）

γ２

×
ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ２
Ｅφ（ｔ）( )２ ×（ｔ２－ｔ１） （６）

所以，对任意０≤ｔ１ ＜ｔ２和φ∈Ｓ，有
Ｅ（Ψφ）（ｔ２）－（Ψφ）（ｔ１）

２≤
｛３Ｅξ２δ＋

３２δΜ
２

κ２
＋２Μ

２

κ
＋
２δβ２Μ０

γ２
＋２β

２

γ( )２ ×
ｓｕｐ
ｔ≥０
Ｅφ（ｔ）２｝（ｔ２－ｔ１） （７）

即，ΨＳ等度均方连续。同时，ψＳ一致均方有界。
对任意ｔ≥０，φ（ｔ）∈Ｓ，有

Ｅ（Ψφ）（ｔ）２ ＝Ｅξｅ－∫
ｔ

０
ｈ（ｕ）ｄμ＋

∫
ｔ

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ＋

∫
ｔ

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ）

２

≤

３Ｅξ２ｅ－∫
ｔ

０
ｈ（ｕ）ｄμ＋

３Ｅ∫
ｔ

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ

２
＋

３Ｅ∫
ｔ

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄω（ｓ）

２

≤

３Ｅξ２ｅ－∫
ｔ

０
ｈ（ｕ）ｄμ＋

３Ｅ∫
ｔ

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ

２
＋

３Ｅ∫
ｔ

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒ２ｅ－２∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ （８）

其中，

３Ｅξ２ｅ－∫
ｔ

０
ｈ（ｕ）ｄμ ＜∞

３Ｅ∫
ｔ

０
［ａ（ｓ）＋ｈ（ｓ）］φ（ｓ）ｅ－∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ

２
≤

３ｓｕｐ
ｔ≥０
Ｅφ（ｔ）２∫

ｔ

０
Μｅ－κ（ｔ－ｓ）ｄｓ≤

３Μ
κ
ｓｕｐ
ｔ≥０
Ｅφ（ｔ）２ ＜∞ （９）

再者，

３Ｅ∫
ｔ

０ ∫
ｓ

０
Ｇ（ｓ－ｒ）φ（ｒ）ｄ( )ｒ２ｅ－２∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ≤

３β２

γ２
ｓｕｐ
ｔ≥０
Ｅφ（ｔ）２∫

ｔ

０
ｅ－２∫

ｔ

ｓ
ｈ（ｕ）ｄμｄｓ≤

３β２Μ０

γ２
ｓｕｐ
ｔ≥０
Ｅφ（ｔ）２ ＜∞ （１０）

故，ΨＳ一致均方有界。由定理Ａ知，ΨＳ列紧。又Ｓ是
一有界集，所以 Ψ是 Ｓ上的紧算子。同时，由于 Ψ在
［０，∞）上均方连续，所以，Ψ是Ｓ上的全连续算子。

（２）由文献［１３］可知Ψ（ｓ）Ｓ。
综上所述，由Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理，Ψ在 Ｓ上有不

动点ｘ（ｔ），即为方程（１）的解，且满足初始条件ｘ（０）＝
ξ，且当ｔ→∞时，存在一常数α满足０＜α＜ｍｉｎ｛κ，
γ｝，使得ｅαｔＥ ｘ（ｔ）２→０，即方程（１）的零解指数均方

稳定。

特别地，比较定理２与定理３的结论知，这两个定
理各有所长，这使得随机微分方程零解的稳定性研究更

加可行。当ａ（ｔ）为一正常数时，用 Ｂａｎａｃｈ不动点方法
判断比较困难，但采用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法研究就显得
比较方便。

１．３ 实例分析

例１ 考虑下面随机积分微分方程：

ｄｘ（ｔ）＝－ｘ（ｔ）ｄｔ＋∫
ｔ

０
βｅ－（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄ( )ｓｄｗ（ｔ）

其中β为大于０的常数，令 ｈ（ｔ）＝１，则由定理３
知，该方程指数均方稳定，且由定理２知，该方程指数均
方稳定的充分条件均为：β２ ＜２。所以该方程的研究
中，Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法所得结论要比 Ｂａｎａｎｃｈ方法优
越。

例２ 考虑随机积分微分方程：

ｄｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｄｔ＋∫
ｔ

０
βｅ－（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄ( )ｓｄω（ｔ）

其中β为大于０的常数。如果利用定理２的结论，
想找到满足该定理条件且使计算简便易行的 ｈ（ｔ）的函
数相对比较困难。但如果令ｈ（ｔ）＝１（必要时刻选的更
小），则由定理３知，该方程指数均方稳定。

例３ 考虑随机积分微分方程：

ｄｘ（ｔ）＝－ ｔ－１
２ ｘ（ｔ）ｄｔ＋∫

ｔ

０
βｅ－（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄ( )ｓｄｗ（ｔ）

其中β为大于０的常数。令 ｈ（ｔ）＝ ｔ－１／２，由

定理 ２知，该方程指数均方稳定的充分条件为：

ｓｕｐ
ｔ≥０
β２∫

ｔ

０
ｅ－２∫

ｔ

ｓ
μ－１ ｄμｄｓ＜１。但想找到满足定理３且使计
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算简便易行的ｈ（ｔ）比较困难。
所以，在这种情形下，Ｂａｎａｃｈ不动点方法较显然比

Ｓｃｈａｕｄｅｒ优越。
综合上述分析，可以得出结论：两种方法在研究随

机微分方程的稳定性方法相互互补，各有其优越性。

２ 结束语

本文利用Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法研究了随机积分微
分方程的稳定性，得出了定理３。在采用不动点方法研
究随机微分方程零解的稳定性时，Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点方法
和Ｂａｎａｃｈ不动点方法各有所长，这使得不动点方法在
随机微分方程零解稳定性方面的研究更加简单易行。
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