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关于不定方程 ｘ３－１＝Ｄｙ２
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　　摘　要：设Ｄ是奇素数，运用初等数论的方法给出了在Ｄ＝３（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）＋１（ｍ，ｋ∈Ｎ，

ｋ≤７）的情形下不定方程ｘ３－１＝Ｄｙ２无正整数解的充分条件。
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引 言

不定方程ｘ３－１＝Ｄｙ２（Ｄ是无平方因子的正整数）

是一类重要的不定方程，其整数解已有不少人研究过。

柯召，孙琦［１－２］证明了当Ｄ不含６ｋ＋１型的素因子时，方

程无正整数解，但当 Ｄ含６ｋ＋１型的素因子时，方程的

求解较为困难。高洁，梁勇［３］证明了ｐ为３（４ｋ＋３）（４ｋ

＋４）＋１（ｋ∈Ｎ型的奇素数时，方程ｘ３－１＝ｐｙ２无正整

数解。韩云娜［４］证明了ｐ为３（１２ｋ＋ｍ）（１２ｋ＋ｍ＋１）＋

１（ｍ＝６，８，９，１１，ｋ∈Ｎ）型素数且２４ｋ＋２ｍ＋１也为素

数时，方程ｘ３－１＝３ｐｙ２无正整数解。乐茂华［５］证明了

ｐ为１２ｓ２＋１（ｓ∈Ｚ＋）型素数时，方程ｘ３－１＝３ｐｙ２无正

整数解。梁勇，韩云娜［６］证明了 ｐ是３（１２ｒ＋７）（１２ｋ＋

８）＋１（ｒ∈Ｚ＋）型的奇素数，Ｄ１不能被３或６ｋ＋１型素

数整除，Ｄ１≡５，８（ｍｏｄ１２），Ｄ１ｐ是无平方因子的正整

数时，方程ｘ３－１＝Ｄ１ｐｙ
２无正整数解。

定理１ 设素数Ｄ＝３（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）＋１，

ｙ０ ＝１６ｍ＋２ｋ＋１（ｍ，ｋ∈Ｎ，ｋ≤７），若ｙ０有素因数ｑ≡
５，７（ｍｏｄ８），则方程

ｘ３－１＝Ｄｙ２ （１）

当ｋ＝０，３，４，７时，无正整数解；当 ｋ＝２，５时，无

２ｘ的正整数解。

定理２ 设素数Ｄ＝３（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）＋１，

ｙ０ ＝１６ｍ＋２ｋ＋１（ｍ，ｋ∈ Ｎ，ｋ≤７）为素数，则方程

ｘ３－１＝Ｄｙ２，当ｋ＝３，７时，无正整数解；当ｋ＝２时，

无２ｘ的正整数解。

１ 主要引理

引理１［３］ 设（ｘ，ｙ）＝（２ｖ，２ｕ２＋１）是不定方程ｐｘ２

－３ｙ２＝１的一组正整数解，而方程ｐｘ２－３ｙ２＝１的最小

解为（２，ｙ０），则当形如８ｋ＋５，８ｋ＋７的素数ｐｙ０时，该

方程无正整数解。

引理２［７］ 设ａ＞１，（ａ，ｂ）∈Ｎ２，ａｂ不是完全平方

数，如果ａｘ２－ｂｙ２＝１有解（ｘ，ｙ）∈Ｎ２，设ｘ１槡ａ＋ｙ１槡ｂ

是方程ａｘ２－ｂｙ２＝１（ｘ，ｙ∈Ｚ）的基本解，则ａｘ２－ｂｙ２＝

１的任一组解可以表示为：

槡 槡ｘａ＋ｙｂ＝±（ｘ１槡ａ＋ｙ１槡ｂ）
２ｎ＋１，ｎ∈Ｚ

２ 定理证明

２．１ 定理１证明

由方程（１），得（ｘ－１）（ｘ２＋ｘ＋１）＝Ｄｙ２，因为（ｘ

－１，ｘ２＋ｘ＋１）＝１或３，由文献［３］中定理１的证明可

得，方程（１）给出

ｘ－１＝ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝Ｄｖ２，ｙ＝ｕｖ （２）

或

ｘ－１＝３ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝３Ｄｖ２，ｙ＝３ｕｖ （３）

由方程（２）的第二式知，ｖ为奇数，故 ｖ２ ≡



１（ｍｏｄ８）。又ｋ＝０，７时，Ｄ≡１（ｍｏｄ８）；ｋ＝２，５时，
Ｄ≡３（ｍｏｄ８）；ｋ＝３，４时，Ｄ≡５（ｍｏｄ８）。所以有：
ｋ＝０，７时，Ｄｖ２≡ １（ｍｏｄ８）；ｋ＝２，５时，Ｄｖ２≡
３（ｍｏｄ８）；ｋ＝３，４时，Ｄｖ２≡５（ｍｏｄ８）。

又ｘ为奇数时，ｘ－１＝ｕ２≡０，４（ｍｏｄ８）得ｘ≡１，
５（ｍｏｄ８），故Ｄｖ２ ＝ｘ２＋ｘ＋１＝３，７（ｍｏｄ８）。所以当
Ｄ≡１，５（ｍｏｄ８）时，方程（２）无２｜／ｘ的正整数解。

又ｘ为偶数时，ｘ－１＝ｕ２≡ １（ｍｏｄ８），得 ｘ≡
２（ｍｏｄ８），故Ｄｖ２ ＝ｘ２＋ｘ＋１＝７（ｍｏｄ８）。所以当
Ｄ≡１，３，５（ｍｏｄ８）时，方程（２）无２ｘ的正整数解。

由此，当 ｋ＝０，３，４，７时，Ｄ≡１，５（ｍｏｄ８），方程
（２）无正整数解；当 ｋ＝２，５时，Ｄ≡３（ｍｏｄ８），方程
（２）无２ｘ的正整数解。

将方程（３）第一式代入第二式，化简得
Ｄ（２ｖ）２－３（２ｕ２＋１）２ ＝１ （４）
由（４）式知，（ｘ，ｙ）＝（２ｖ，２ｕ２＋１）为不定方程
Ｄｘ２－３ｙ２ ＝１ （５）

的一组整数解。将Ｄ＝３（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）＋１代入
方程（５），得（２，１６ｍ＋２ｋ＋１）是方程（５）的解，则 （２，
１６ｍ＋２ｋ＋１）是方程（５）的最小正整数解。否则，令
（１，ｙ）是方程（５）的最小正整数解，则

ｙ２ ＝Ｄ－１３ ＝（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）

左边是个完全平方数，右边是两个相邻的正整数的

乘积，显然不成立，所以（１，ｙ）不是方程（５）的最小正整
数解，因此（２，１６ｍ＋２ｋ＋１）是方程（５）的最小正整数
解。

又ｙ０有素因数ｑ≡５，７（ｍｏｄ８），则由引理１，得方
程（５）无正整数解，故方程（３）无正整数解。

综上有，当 ｋ＝０，３，４，７时，方程（１）无正整数解。
当ｋ＝２，５时，方程（１）无２ｘ的正整数解。

２．２ 定理２证明

由定理１证明知，当ｋ＝３，７时，方程（２）无正整数

解；当ｋ＝２时，方程（２）无２ｘ的正整数解。

将Ｄ＝３（８ｍ＋ｋ）（８ｍ＋ｋ＋１）＋１代入方程（５），

由定理１的证明得（２，１６ｍ＋２ｋ＋１）是方程（５）的最小

解。由引理２，可知

２槡ｖ Ｄ＋（２ｕ
２＋１）槡３＝（２槡Ｄ＋（１６ｋ＋２ｍ＋１）

槡３）
２ｎ＋１（ｎ∈Ｎ） （６）

由（６）式得，２ｕ２＋１≡０（ｍｏｄ（１６ｍ＋２ｋ＋１）），即

（２ｕ）２≡－２（ｍｏｄ（１６ｍ＋２ｋ＋１））。

又ｋ＝２，３，７时，模（１６ｍ＋２ｋ＋１）的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ符

号
－２

１６ｍ＋２ｋ＋( )１＝－１，即 －２
１６ｋ＋( )５＝－１， －２

１６ｋ＋( )７＝
－１， －２

１６ｋ＋( )１５ ＝－１，所以方程（３）无正整数解。
综上有，当ｋ＝３，７时，方程（１）无正整数解；当ｋ＝

２时，方程（１）无２ｘ的正整数解。
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