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Ｌｉｎｅｘ损失下 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布参数的 Ｂａｙｅｓ估计

芦凌飞

（中国矿业大学理学院，江苏 徐州 ２２１１１６）

　　摘　要：记Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ为来自Ｐｏｉｓｓｏｎ总体容量为 ｎ的样本，在 Ｌｉｎｅｘ损失函数下，给出了 Ｐｏｉｓｓｏｎ
分布参数θ的Ｂａｙｅｓ估计并证明其可容许性，同时也得到了该参数的多层Ｂａｙｅｓ估计的表达式。
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　　近些年来，泊松分布的重要性主要体现在两个领
域：一是社会生活，对服务的各种要求，诸如电话交换台

的呼唤数，网站访问数，公共汽车站候车乘客数等都近

似服从泊松分布；二是物理科学，如粒子落到某区域的

数目，热电子的发射等都服从泊松分布。

文献［１］研究熵损失下 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布参数倒数的估
计，文献［２］研究对称损失下 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布参数倒数的
Ｂａｙｅｓ估计，文献［３］研究刻度平方损失下 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布
参数的估计，本文在 Ｌｉｎｅｘ损失函数下研究 Ｐｏｉｓｏｎ分布
的Ｂａｙｅｓ估计及多层Ｂａｙｅｓ估计。

在Ｌｉｎｅｘ损失函数
Ｌ（θ，δ）＝ｅａ（δ－θ）－ａ（δ－θ）－１ （１）

意义下考虑泊松分布参数的估计问题，其中 δ为 θ的估
计值，ａ为该损失函数的尺度参数，ａ∈Ｒ且ａ≠０，本文
仅考虑Ｌｉｎｅｘ损失函数中ａ＞０的情形，对于ａ＜０的情
形可类似讨论。容易知道，这个损失函数关于 δ严格凸
函数，且在δ＝θ处取得唯一的最小值。

１ 参数θ的Ｂａｙｅｓ估计及可容许性

设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ为一个简单随机泊松样本，ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ为其实现值，则Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ的联合概率分布为

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｜θ）＝（∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ！）

－１θＴ（Ｘ）ｅ－ｎθ （２）

其中Ｔ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ。

定理１ 在Ｌｉｎｅｘ损失函数（１）下，对于任何先验分

布，参数θ的Ｂａｙｅｓ估计为δＢ ＝－
１
ａｌｎＥ（ｅ

－ａθ｜Ｘ）。

证明 令δ（Ｘ）为θ的任一估计，在 Ｌｉｎｅｘ损失函数

（１）下，δ（Ｘ）对应的Ｂａｙｅｓ风险
Ｅ（Ｌ（θ，δ））＝Ｅ｛Ｅ［ｅａ（δ－θ）－ａ（δ－θ）－１｜Ｘ］｝＝

Ｅ［ｅａδＥ（ｅ－ａθ｜Ｘ）－ａδ＋ａＥ（θ｜Ｘ）－１］ （３）
式（３）左端Ｅ表示关于θ与样本Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ的联

合分布取期望，若使（３）式达到最小，只需极小化
ｅａδＥ（ｅ－ａθ｜Ｘ）－ａδ＋ａＥ（θ｜Ｘ）－１即可。令ｍ（δ）＝
ｅａδＥ（ｅ－ａθ｜Ｘ）－ａδ＋ａＥ（θ｜Ｘ）－１，对其关于δ求导并
令其等于０，得

δ＝－１ａｌｎＥ（ｅ
－ａθ｜Ｘ）

由于δ是其唯一最小值点，从而得到θ的Ｂａｙｅｓ估计为

δＢ（Ｘ）＝－
１
ａｌｎＥ（ｅ

－ａθ｜Ｘ）

定理２ 若参数 θ的先验分布为伽玛分布 Ｇａ（α，
λ），在Ｌｉｎｅｘ损失函数（１）下，θ的Ｂａｙｅｓ估计为

δＢ（Ｘ）＝－
Ｔ（ｘ）＋α
ａ ｌｎ ｎ＋λ

ｎ＋λ＋ａ
证明 参数θ～Ｇａ（α，λ），则

π（θ）＝ λα

Γ（α）θ
α－１ｅ－λθ，α＞０，λ＞０，θ＞０ （４）

则θ的后验分布

π（θ｜Ｘ）＝ π（θ）ｆ（Ｘ｜θ）

∫Θπ（θ）ｆ（Ｘ｜θ）ｄθ
＝

θＴ（ｘ）＋α－１ｅ－（ｎ＋λ）θ

∫ΘθＴ（ｘ）＋α－１ｅ－（ｎ＋λ）θｄθ
＝

（ｎ＋λ）Ｔ（ｘ）＋α

Γ（Ｔ（ｘ）＋α）θ
Ｔ（ｘ）＋α－１ｅ－（ｎ＋λ）θ

则



Ｅ（ｅ－ａθ｜Ｘ）＝（ｎ＋λ）
Ｔ（ｘ）＋α

Γ（Ｔ（ｘ）＋α）∫
＋∞

０
θＴ（ｘ）＋α－１ｅ－（ｎ＋λ＋ａ）θｄθ

＝（ ｎ＋λ
ｎ＋λ＋ａ

）Ｔ（ｘ）＋α

所以参数θ的Ｂａｙｅｓ估计为

δＢ（Ｘ）＝－
Ｔ（ｘ）＋α
ａ ｌｎ ｎ＋λ

ｎ＋λ＋ａ
引理１［４］ 在给定的 Ｂａｙｅｓ决策问题中，若在给定

的先验分布 π（θ）下，θ的 Ｂａｙｅｓ估计 δＢ（Ｘ）是唯一
的，则它是可容许的。

从引理１看出，当损失函数是严格凸函数时，其
Ｂａｙｅｓ估计必是唯一的，从而也是可容许的。

本文研究的Ｌｉｎｅｘ损失函数（１）是严格凸函数，则
其Ｂａｙｅｓ估计必是唯一的，由引理 １知，Ｂａｙｅｓ估计
δＢ（Ｘ）是可容许的。

２ 参数θ的多层Ｂａｙｅｓ估计

当所给先验分布中超参数难以确定时，可以对超参

数再给出一个先验，第二个先验称为超先验。通常，在

理论上没有限制多层先验的步数，但在实际问题中多于

两步的先验是不常见的，选用无信息先验作为第二步先

验是一种好的策略。

从上面的Ｂａｙｅｓ估计可以看到先验分布中会有超
参数α，λ，此时把超参数看成相互独立的随机变量，α，
λ的超先验分布分别为均匀分布，设

π２（α）＝Ｕ（０，１），π２（λ）＝Ｕ（０，ｃ） （５）
ｃ为常数，从稳健性考虑，取ｃ∈（２，８）为宜［５］。

定理３ 对Ｐｏｉｓｓｏｎ分布（２）式在两层先验（４）式和
（５）式及Ｌｉｎｅｘ损失函数（１）下，参数 θ的两层 Ｂａｙｅｓ估
计为

δＢ（Ｘ）＝－
１
ａｌｎ
∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ＋ａ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

证明 由上述两层先验分布可知，θ的先验分布为

　　π（θ）＝∫
１

０∫
ｃ

０
π（θ｜α，λ）π２（α）π２（λ）ｄαｄλ

＝１ｃ∫
１

０∫
ｃ

０

λα

Γ（α）θ
α－１ｅ－λθｄαｄλ

从而θ的后验分布为

π（θ｜Ｘ）＝ π（θ）ｆ（Ｘ｜θ）

∫
＋∞

０
π（θ）ｆ（Ｘ｜θ）ｄθ

＝
∫
１

０∫
ｃ

０

λα

Γ（α）θ
Ｔ（ｘ）＋α－１ｅ－（ｎ＋λ）θｄαｄλ

∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

进而求得

Ｅ（ｅ－ａθ｜Ｘ）＝∫
＋∞

０
ｅ－ａθπ（θ｜Ｘ）ｄθ

＝
∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ＋ａ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

所以

δＢ（Ｘ）＝－
１
ａｌｎ
∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ＋ａ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ

∫
１

０∫
ｃ

０

λαΓ（Ｔ（ｘ）＋α）
Γ（α）（ｎ＋λ）Ｔ（ｘ）＋α

ｄαｄλ
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