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基于拉普拉斯模型的双树复小波域图像降噪

陈明举，杨平先

（四川理工学院自动化与电子信息学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：分析了图像复小波变换的特点，根据复小波系数服从拉普拉斯分布的特性，采用最大后验
概率估计，推导出一种复小波域的软阀值去噪方法。在实验中，分别与图像小波域、复小波域的高斯概

率分布模型的去噪方法进行对比分析。结果表明，文中的去噪方法，在去除噪声的同时更好地保留图像

的细节信息，且峰值信噪比有所提高，取得很好的降噪性能。
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引 言

一般来说，现实中的图像都是带噪声的，图像去噪

是图像预处理阶段的一个重要环节。小波变换凭借其

良好的时频特性，以及在非平稳信号方面的独特优势使

得小波去噪成为图像去噪领域中的一个重要研究方向。

其中，比较经典的一类降噪算法是基于小波的阈值收缩

法，这类算法主要利用了小波变换域中信号的幅值优

势，因而可以用阈值的方法来保留大于阈值的小波系

数，达到降噪的目的。Ｄｏｎｏｈｏ等提出的基于小波系数的
非线性小波阈值去噪的概念，在此基础上通过对阈值的

选取和小波系数统计特性的分析涌现出了许多优秀算

法如ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ、ＨＭＴ多尺度高斯混合模型［１－３］等。

传统的离散小波变换存在着时移敏感性、方向性信

息少和缺少相位信息等缺点，造成了传统小波在实际应

用中存在或多或少的缺陷。１９９９年，Ｋｉｎｓｂｕｒｙ提出了双
树复数小波变换（ＤｕａｌＴｒｅｅＣｏｍｐｌｅｘＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＤＴ－ＣＷＴ）［４－５］，提供６个方向的信息，且具有平移不变
性和精确的相空间信息，具有较好的方向性和较准确的

空间信息［６］，在图像处理应用领域有着广泛的应用前

景。

在图像去噪中 使用不同的模型可以推导出不同的

去噪算法，然而这些模型都是对小波系数的近似描述，

不够准确。对小波系数分布模型通常采用高斯模型可

以达到较好的去噪效果［３，７，８］。然而，Ｓｅｎｄｕｒ等人对自然
图片进行统计分析，证明了拉普拉斯模型更能描述复小

波系数的分布［１０］。

本文在Ｓｅｎｄｕｒ提出复小波系数服从拉普拉斯的情
况下，提出一种二元树复小波的拉普拉斯模型降噪算

法，利用二元树复小波变换的近似平移不变性和良好的

方向选择性，通过复小波系数分布的拉普拉斯模型来对

各个子带系数进行贝叶斯框架下的最大后验概率（Ｍａｘ
ｉｍｕｍａＰｏｓｔｅｒｉｏｒｉ，ＭＡＰ）估计，从而达到降低噪声的目
的，并与高斯模型去噪方法进行对比分析，实验结果证

明了该算法的有效性。

１ 二元数复小波变换

离散小波变换作为信号和图像处理的工具取得了

很大的成果，但是传统的离散小波变换有自身的局限

性，仍然存在缺乏平移不变性、方向选择性有限、频谱混

叠性与震荡性等缺点。针对这一问题 ，Ｋｉｎｇｓｂｕｒｙ提出
了 ＤＴ－ＣＷＴ方法，其由两个平行的小波树组成 ，它通
过两个离散小波变换来并行处理输入信号 ，即可以分别

得到小波系数的实虚部。复小波可以表示为：

φ（ｔ）＝φτ（ｔ）＋φｌ（ｔ） （１）

φτ（ｔ）、φｌ（ｔ）分别表示复小波的实部和虚部，他们都
是实函数，这样双树复小波变换可以表示为两个独立的实

小波变换，它包含两个平行的分解树：树Ａ和树Ｂ。



二维双树复小波变换可以通过一维双树复小波的

张量积得到：

φ（ｘ，ｙ）＝φ（ｘ）φ（ｙ） （２）
其中，

φ（ｘ）＝φｈ（ｘ）＋ｊφｇ（ｘ），φ（ｙ）＝φｈ（ｙ）＋ｊφｇ（ｙ）
即：

φ（ｘ，ｙ）＝φｈ（ｘ）φｈ（ｙ）－φｇ（ｘ）φｇ（ｙ）
＋ｊ［φｇ（ｘ）φｈ（ｙ）＋φｈ（ｘ）φｇ（ｙ）］ （３）

双树复小波变换分解二维信号与离散小波变换类

似，利用可分离的滤波器先沿着列再沿着行实现分解。

就可以得到２个近似 （低频）子带和６个细节（高频）子
带 ，后者分别对应于图像中 ６个不同方向（±１５°、±
４５°、±７５°）的信息，如图１所示。因此 ，ＤＴ－ＣＷＴ具
有较佳的方向选择特性 ，可以更好地处理图像边缘纹理

等细节信息。

图１ 双数复小波分解的二维脉冲响应

２ 基于拉普拉斯模型的贝叶斯降噪算法

实际中，图像通常受到加性高斯噪声的干扰，可把

干扰的图像表示为

ｇ＝ｘ＋ｎ （４）
其中，ｘ为原始未受干扰的图像，ｎ为服从 Ｎ（０，σ２）的
高斯白噪声，ｇ为干扰后的图像。降噪的目的就是通过
一定的方法，尽可能接近地从测量信号 ｇ中恢复出真实
信号ｘ。在正交小波变换域中，可以表示为：

ｙ＝ｗ＋ｎ （５）
（５）式中：ｙ为干扰图像信号的小波变换系数；ｗ为真实
图像的小波系数；ｎ为噪声的小波系数。因此，图像降
噪就转换为在小波变换域中通过被干扰图像的小波变

换系数ｙ中尽可能真实地恢复出真实信号的小波系数
ｗ。

对（５）式的求解 ｗ是一个估计理论中的经典问题。
是从被噪声污染的观测值 ｙ中估计出信号的真实值 ｗ。
本文采用最大后验估计（ＭＡＰ）方法对信号进行降噪处
理。根据Ｂａｙｅｓ法则，有：

珔ｗ（ｙ）＝ａｒｇｍａｘ
ｗ
［ｐｙ｜ｗ（ｙ｜ｗ）·ｐｗ（ｗ）］

＝ａｒｇｍａｘ
ｗ
［ｐｙ｜ｗ（ｙ－ｗ）·ｐｗ（ｗ）］ （６）

由（６）式可知，对图像真值的小波系数的最大后验

估计可以通过噪声以及真值的小波系数的概率分布函

数得到。

（６）上式等价于求解

珔ｗ（ｙ）＝ａｒｇｍａｘ
ｗ
［ｌｏｇ（ｐｙ｜ｗ（ｙ－ｗ））＋

ｌｏｇ（ｐｗ（ｗ））］ （７）
前面已知，噪声信号服从零均值的高斯分布 Ｎ（０，

σ２）：

ｐｎ（ｎ）＝
１

σｎ ２槡π
·ｅｘｐ －ｎ

２

２σ２( )
ｎ

（８）

在已有小波域去噪算法中，都是假设复小波系服从

高斯分布的情况下［３４，７９］，使用贝叶斯风险估计，从而得

到阈值Ｔ或真实图像小波系数的表达式。然而，复小波
系服从高斯分布是不准确的，文献［６］通过对自然图片
进行统计分析，确定自然图片的复小波系数的统计特性

用拉普拉斯分布表示更为准确。先假设复小波系数符

合拉普拉斯分布的情况下，推到阈值Ｔ的表达式。
假设复小波系数的拉普拉斯分布的表达式为

ｐｗ（ｗ）＝
１

槡２σ
ｅｘｐ －槡

２ｗ( )σ
（９）

令

ｆ（ｗ）＝ｌｏｇ（ｐｗ（ｗ））＝－ｌｏｇ（σ槡２）－
槡２ｗ
σ

（７）式中对ｗ求导并令导数为零得：
ｙ－珔ｗ
σ２ｎ

＋ｆ′（珔ｗ）＝０ （１０）

进而可得

珔ｗ（ｙ）＝ｓｉｇｎ（ｙ） ｙ－槡
２σ２ｎ( )σ

ｕ ｙ－槡
２σ２ｎ( )σ

（１１）

（１１）式可进一步写出：

珔ｗ（ｙ）＝ｓｏｆｔｙ，槡
２σ２ｎ( )σ

＝

０ ｉｆｙ≤槡
２σ２ｎ
σ

ｙ－槡
２σ２ｎ
σ

ｉｆｙ＞槡
２σ２ｎ
σ

ｙ＋槡
２σ２ｎ
σ

ｉｆｙ＜－槡
２σ２ｎ













σ

（１２）

由（１２）可以看出，在复小波域对系数进行估计，实
际上是复小波进行软阀值处理，其阀值为：

Ｔ＝槡
２σ２ｎ
σ

（１３）

σ分别为复小波域真实图像复小波系数的标准方差、噪
声在复小波域的方差。可以通过对图像的复小波系数

的估计得到复小波域噪声方差 σｎ，采用鲁棒均值噪声
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估计方法［１１］对小波系数估算噪声系数标准方差为：

σｎ ＝
ｍｅｄｉａｎ（ｙｉ）
０６７４５ （１４）

由于含噪图像的复小波系数标准方差 σｙ与 σ，σｎ
的关系为：

σ２ｙ ＝σ
２＋σ２ｎ （１５）

因此，可以用σｙ与σｎ来估计σ，即

σ＝ σ２ｙ－σ
２

槡 ｎ （１６）

σｙ可以通过计算的小波系数点的邻域 Ｎ（ｋ）的 Ｍ个平
均值来得到，即

σ２ｙ ＝
１
Ｍ∑ｙｉ∈Ｎ（ｋ）ｙ

２
ｉ （１７）

通过上述推导，我们可以得出基于拉普拉斯模型复

小波域的ＭＡＰ估计去噪方法：
（１）确定分解层次，对噪声图像进行双树复小波正变

换；

（２）按式（１４）－（１７）计算复小波域噪声标准方差

σｎ、真实图像标准方差σ；
（３）按式（１３）计算软阈值，并对各层上的小波系数

进行软阈值处理；

（４）对新的复小波系数双树复小波反变换得到消噪
后的图片。

３ 试验结果及分析

为证明本文算法有效，选取５１２×５１２的图像 Ｌｅｎａ
和Ｔｏｙｓ等多幅图片作为标准测试图像，加入不同强度的
高斯噪声进行测试。采用峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏ
ＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）作为客观评价标准，与小波域高斯模
型的贝叶斯阈值算法（ＤＷＴ－ＧＳＭ）和复小波域高斯模
型的贝叶斯阈值算法（ＣＷＴ－ＧＳＭ）进行比较。首先，
采用相同强度高斯噪声干扰后的不同图片进行实验，得

到的数据见表１。其次，采用不同强度高斯干扰的 Ｌｅｎａ
图片进行去噪实验，得到的数据见表２。

表１ 不同图片不同算法测试结果

图片名称 ＤＷＴ－ＧＳＭ ＣＷＴ－ＧＳＭ 本文算法

Ｌｅｎａ ２８６３ ２９８７ ３００５
Ｔｏｙｓ ３１３８ ３２２６ ３２５８
Ｗｏｍａｎ ２７８３ ２８６２ ２９２４
Ｅｉｎｓｔａｉｎ ２６２９ ２７３７ ２７９１
Ｗｏｏｄ ２９３７ ２９８３ ３０２４
Ｄｏｎｎａ ３００２ ３０５３ ３１２２
Ｅｌａｉｎｅ ２７６３ ２８１３ ２８５３
Ｐｅｐｐｅｒｓ ２８５３ ２９４２ ２９８３
Ｚｅｌｄａ ２９０３ ２９６８ ３０１９

　　从表１中的峰值信噪比可以也可以看出，复小波域
去噪的峰值信噪比较高，这是由于复小波域的具有更多

的方向选择性和更好的平移不变性。而本文算法由于

对复小波域采用拉普拉斯统计模型，得到的峰值信噪比

是最高的，说明拉普拉斯统计模型更准确描述复小波系

数的分布，本文提出的算法具有较强的先进性。

表２ 不同强度干扰的Ｌｅｎａ图片测试
噪声强度 ＤＷＴ－ＧＳＭ ＣＷＴ－ＧＳＭ 本文算法

１０ ３１２８ ３２３１ ３２６２

２０ ２９０５ ３０４３ ３０８５

３０ ２７８６ ２８５７ ２８８３

４０ ２６２１ ２７０３ ２７３８

５０ ２５２６ ２６１９ ２６５２

　　在细节保持方面，选取ｌｅｎａ与Ｔｏｙｓ图像进行不同的
算法实验进行对比观察，实验结果如图 ２、图 ３所示。
ＣＷＴ－ＧＳＭ与本文算法保留了更多的图像纹理细节特
征，比如Ｌｅｎａ图像的帽子和毛发、Ｔｏｙｓ图像小熊衣服细
节等部分细节保持效果比 ＤＷＴ－ＧＳＭ算法去噪后的图
像效果都要好，这也是由于双树复小波变换具有更多方

向选择性的缘故。ＣＷＴ－ＧＳＭ与本文算法相比，本文算
法保留了更多的细节特征，再一次说明拉普拉斯统计模

型更准确描述复小波系数的分布特性。

图２ Ｌｅｎａ图像不同算法消噪结果

４ 结　论

本文针对复小波域系数符合拉普拉斯分布的特点，

对各个子带系数进行贝叶斯框架下的最大后验概率估

计，推导出一种复小波域的一种软阀值去噪算法，通过

实验对比分析，证明了本文提出的算法具有以下优点：

（１）由于ＭＡＰ估计是在复小波域进行，复小波域具
有更多方向性选择的特点，所以在去噪的图像中更多保

留了图像的细节信息；

（２）对复小波系数采用拉普拉斯统计模型进行
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图３ Ｔｏｙｓ图像不同算法消噪结果

ＭＡＰ估计，拉普拉斯模型更准确的描述了复小波系数的
分布，去噪后的视觉效果更好，峰值信噪比更高。本文

算法具有一定的先进性。
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