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不定方程 ｍ４ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝
（ｍ４ －１）ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的整数解

郑 惠

（阿坝师范高等专科学校数学系，四川 汶川 ６２３０００）

　　摘　要：运用初等方法对不定方程ａｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ｂｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的整数解
进行了研究，得到了当ａ＝ｍ４，ｂ＝ｍ４－１时方程的非负整数解仅有（ｘ，ｙ）＝（０，０）。
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引 言

设Ｎ是全体正整数的集合，ａ，ｂ是大于 １的正整
数。方程

ａ（ｘ＋１）…（ｘ＋ｗ）＝ｂｙ（ｙ＋１）…（ｙ＋ｔ） （１）
是一类基本而又重要的高次 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎ方程［１－２］，很多

有关连续正整数乘积的数论问题都可归结为该方程的

求解问题。在一般情况下，方程（１）的求解问题十分困
难，有许多情形尚未完全解决，目前只解决了一些特殊

情况。

如当ｗ＝ｔ＝３时，即方程
ａ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ｂｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）（２）

当ａ＝２，ｂ＝１时，ＣｏｈｎＪＨＥ［３］证明了方程（２）仅有正
整数解（ｘ，ｙ）＝（４，５）。当ａ＝３，ｂ＝１时，Ｐｏｎｎｕｄｕｒａｉｔ
Ｔ［６］证明了方程（２）仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝（２，３）和（５，

７）。随后宣体佐［７－８］证明了：当ａ＝５，ｂ＝１时，方程（２）

仅有正整数解（ｘ，ｙ）＝（１，２）。当ａ＝ｐ２ｍ，ｂ＝１时，其中

ｐ是素数，ｍ是正整数，徐学文［４］证明了方程（２）无正整

数解。而乐茂华［５－６］获得了该方程的一般性结论，他证

明了：当ａ＝ｎ４，ｂ＝１时，其中ｎ是大于１的正整数，方

程（２）无正整数解。段辉明、杨春德［９］证明了：当ａ＝１，
ｂ＝１９时，方程（２）无正整数解。

本文运用初等方法对方程（２）的整数解进行了研
究，得到了当ａ＝ｍ４，ｂ＝ｍ４－１时方程（２）的非负整数
解仅有（ｘ，ｙ）＝（０，０）。

１ 基本引理

引理１ 设ｘ０＋ｙ０槡Ｄ为Ｐｅｌｌ方程ｘ
２－Ｄｙ２ ＝１的

基本解，则其全部解为： 槡ｘ＋ｙ Ｄ＝±（ｘ０＋ｙ０槡Ｄ）
ｎ，其

中ｎ∈Ｎ。
证明 见文献［１０］。

引理２ 设Ａ＞１和Ｂ＞０是无平方因子整数，ε＝

槡ｘ＋ｙ Ｂ为Ｐｅｌｌ方程ｘ２－Ｂｙ２＝１的基本解。定义εｎ ＝

ｘｎ＋ｙｎ槡Ｂ，ｎ＝１，２，…。如果方程Ａ
２Ｘ４－ＢＹ２＝１可解，

则至多有一个正整数解（Ｘ，Ｙ），且ＡＸ２ 槡＋Ｙ Ｂ＝εｔ，其
中ｔ是满足ｘｔ≡０（ｍｏｄＡ）的最小正整数。

证明 见文献［１１］。

２ 定理及证明

定理１ 若ａ＝ｍ４，ｂ＝ｍ４－１，２ ｍ，则方程（２）
的非负整数解仅有（ｘ，ｙ）＝（０，０）。

证明 当ａ＝ｍ４，ｂ＝ｍ４－１时，方程（２）为
（ｍ２（ｘ２＋３ｘ＋１））２－（ｍ４－１）（ｙ２＋３ｙ＋１）２ ＝１

（３）
由于Ｐｅｌｌ方程Ｘ２－（ｍ４－１）Ｙ２ ＝１的基本解为：ε＝

ｍ２＋ ｍ４－槡 １。因此由引理１知方程（３）的所有正整数
解可表示为：

ｍ２（ｘ２＋３ｘ＋１）＋ ｍ４－槡 １（ｙ２＋３ｙ＋１）＝

εｋ ＝（ｍ２＋ ｍ４－槡 １）ｋ （４）
其中ｋ∈Ｎ。



情形１ 若ｋ为偶数，则可令 ｋ＝２ｋ１，２ｋ１∈ Ｎ，于
是由（４）式可得：

２ ｍ４－槡 １（ｙ２＋３ｙ＋１）＝

（ｍ２＋ ｍ４－槡 １）ｋ－（ｍ２－ ｍ４－槡 １）ｋ

故

ｙ２＋３ｙ＋１＝２ｍ∑
［
ｋ１＋１
２ ］

ｊ＝１

ｋ１
２ｊ－( )１

（２ｍ４－１）ｋ１－２ｊ＋１ｍ（２ｍ２）２ｊ－２（ｍ４－１）ｊ－１

则２ｍ│ｙ２＋３ｙ＋１，但与ｙ２＋３ｙ＋１为奇数矛盾。故此
时方程（２）无解。

情形２ 若ｋ为奇数，令Ａ＝ｘ２＋３ｘ＋１，Ｂ＝ｍ４－
１，Ｙ＝ｙ２＋３ｙ＋１，则方程（３）可化为：

Ａ２ｍ４－ＢＹ２ ＝１ （５）
因为 Ｐｅｌｌ方程 ｘ２ －Ｂｙ２ ＝１的基本解为 ε＝ｍ２ ＋

ｍ４－槡 １，所以由引理２可得，方程（５）至多有一组正整
数解，而且可表示为：

ｍ２（ｘ２＋３ｘ＋１）＋ ｍ４－槡 １（ｙ２＋３ｙ＋１）＝

（ｍ２＋ ｍ４－槡 １）ｋ （６）
故由方程（６）可得：

ｍ２（ｘ２＋３ｘ＋１）＝
１
２（（ｍ

２＋ ｍ４－槡 １）ｋ＋（ｍ２－ ｍ４－槡 １）ｋ）

则有

ｍ２（ｘ２＋３ｘ＋１）＝

（ｍ２）ｋ＋ ｋ( )２（ｍ２）ｋ－２（ｍ４－１）＋… ＋
ｋ
ｋ－( )３ｍ２（ｍ４－１）

ｋ－３
２ ＋ ｋ

ｋ－( )１（ｍ４－１）
ｋ－１
２

从而

ｍ２ ｋ（ｍ４－１）
ｋ－１
２

但与ｋ为奇数以及 ｇｃｄ（ｍ２，ｍ４－１）＝１矛盾。所以方
程（５）仅有正整数解Ａ＝Ｙ＝１，故方程（２）在ａ＝ｍ４，
ｂ＝ｍ４－１时，仅有非负整数解（ｘ，ｙ）＝（０，０）。

于是定理１得证。
推论１ 不定方程１６ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝

１５ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的非负整数解仅有（ｘ，ｙ）＝
（０，０）。

证明 因为１６＝２４，１５＝２４－１，所以原不定方程等
价于２４ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝（２４－１）ｙ（ｙ＋１）（ｙ
＋２）（ｙ＋３）。故根据定理１可知此方程仅有非负整数解
（ｘ，ｙ）＝（０，０）。
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