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　　摘　要：Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数是一类处处连续不可微的函数，其函数图像具有分形性质。研究Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ
函数图像的分形维数在分形几何中具有非常重要的地位。Ｋ－维数是介于 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数和 Ｂｏｘ维数之
间的分形维数，通过研究一类Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数图像的Ｋ－维数，证明了这类函数图像的Ｋ－维数为１，从
而进一步揭示出这类Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数图像的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数、Ｂｏｘ维数和Ｋ－维数之间的关系。
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引 言

众所周知，Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数图像的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数的
下界至今尚未解决。Ｔ．Ｙ．Ｈｕ和 Ｋ．Ｓ．Ｌａｕ引进了介于
Ｂｏｘ维数和 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数之间的 Ｋ－维数，并证明了

Ｗ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
λ－αｉｓｉｎ（λｉπｘ），λ＞１，０＜α＜１的Ｗｅｉｅｒ

ｓｔｒａｓｓ函数图像的Ｋ－维数等于２－α［１］。最近，又得到

这类Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数图像的 Ｋ－维数的简单证明［２４］。

本文给出这类Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数图像在α＝１时的Ｋ－维
数的证明。

设ｆ：［０，１］→Ｒ的连续函数，以Γｆ表示函数图像，

Γｆ＝｛（ｘ，ｆ（ｘ））：０≤ｘ≤１｝。对任意开区间Ｉ［０，１］，

令 ｑＩ为覆盖ｆ（Ｉ）的正方形Ｉ×Ｉ＇最少个数，记ＯＳＣ（ｆ，Ｉ）

为ｆ在Ｉ上的振幅，即ＯＳＣ（ｆ，Ｉ）＝ｓｕｐ
ｘ１，ｘ２∈Ｉ

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２），

则有：

ｑＩ－１≤ＯＳＣ（ｆ，Ｉ）／Ｉ≤ｑＩ （１）

设ｓ≥０，定义Ｐ：Ｒ２→Ｒ为自然投影，即Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｘ，

对任意的ＥΓｆ，记Ｃ为Ｐ（Ｅ）的任意开覆盖族。定义

φｓ（Ｅ，Ｃ）＝∑
Ｉ∈Ｃ
ｑＩ Ｉ８

Ｋｓ（Ｅ）＝ｌｉｍ
σ→０＋
ｉｎｆ
｜Ｃ｜＜δ
φｓ（Ｅ）

其中： Ｃ ＝ｓｕｐ｛Ｉ：Ｉ∈Ｃ｝，可以证明Ｋｓ（Ｅ）为一测

度［１］。

定义Ｋ－维数：
Ｋ－ｄｉｍΓｆ＝ｉｎｆ｛ｓ＞０：Ｋ

ｓ（ΓＦ）＝０｝
同时易证上述定义等价于：

Ｋ－ｄｉｍΓｆ＝ｓｕｐ｛ｓ＞０：Ｋ
ｓ（ΓＦ）＝∞｝

１ 命题和引理

Ｔ．Ｙ．Ｈｕ和Ｋ．Ｓ．Ｌａｕ证明了当１＜ｓ＜２时，利用ｆ
在每一小区间上的振幅计算 Γｆ的 Ｋ

ｓ－测度的形式［１］。

当ｓ＝１时有：
命题１ 设ｆ是［０，１］上连续的函数，则

ｌｉｍ
σ→０＋

ｉｎｆ
π ＜δ
∑
π
ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）≤Ｋ（Γｆ）≤

１＋ｌｉｍ
σ→０＋

ｉｎｆ
π ＜δ
∑
π
ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）

其中：π＝｛０＝ｘ０ ＜ｘ２… ＜ｘｎ ＝１｝是［０，１］上的划
分，Δｉ＝［ｘｉ－１，ｘｉ），π ＝ｍａｘ１≤ｉ≤π

Δｉ。

证明 首先证明 Ｋ（Γｆ）≤１＋ｌｉｍσ→０＋ ｉｎｆπ ＜δ∑π ＯＳＣ（ｆ，
Δｉ）成立。对于δ＞０，令π＝｛０＝ｘ０ ＜ｘ１… ＜ｘｎ ＝

１｝是［０，１］上的划分，则∑
ｎ

ｉ＝１
Δｉ ＝１。令 Ｃ为 ［０，１］

上的开覆盖，Δ０ｉ为Δｉ的内部，Δ′ｉ＝（ｘｉ－η，ｘｉ＋η），ｉ＝

１，２，…，ｎ，且∑
ｎ

ｉ＝１
Δ′ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
２η ＜δ，利用（１）式，有：



φ（［０，１］，Ｃ）＝∑
Ｉ∈Ｃ
ｑＩ Ｉ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ０ｉ Δ

０
ｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ′ｉ Δ′ｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ０ｉ Δｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ′ｉ Δｉ≤

∑
ｎ

ｉ＝１
（１＋ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）／Δｉ）Δｉ ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
（１＋ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ）／Δ′ｉ）Δ′ｉ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（｜Δｉ｜＋ＯＳＣ（ｆ，Δｉ））＋∑

ｎ

ｉ＝１
（｜Δ′ｉ｜＋ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ））＝

∑
ｎ

ｉ＝１
Δｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
２η＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ）

由于ｆ是［０，１］上连续的函数，对ε＞０和ｘ１，ｘ２
∈ Δ′ｉ，δ ＞ ０，使 得 当 ｘ１－ｘ２ ＜ δ时，有

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２） ＜ ε，因 为 ∑
ｎ

ｉ＝１
Δ′ｉ ＜ δ，则 有

ｘ１－ｘ２ ＜δ成立，由ｘ１，ｘ２的任意性，知ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ）＝

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２） ＜ε，取ε＝ Δｉ，得

∑
ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ）≤∑

ｎ

ｉ＝１
Δ′ｉ ＜δ

所以

φ（［０，１］，Ｃ）≤１＋２δ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）。当 δ→０

时，得：

Ｋ（Γｆ）≤１＋ｌｉｍσ→０＋ ｉｎｆπ ＜δ∑π ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）
现在证明

Ｋ（Γｆ）≥ ｌｉｍσ→０＋ ｉｎｆπ ＜δ∑π ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）
同理，利用（１）式有：

φ（［０，１］，Ｃ）＝∑
Ｉ∈Ｃ
ｑＩ Ｉ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ０ｉ Δ

０
ｉ ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｑΔ′ｉ Δ′ｉ≥

∑
ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δ０ｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δ′ｉ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ＯＳＣ（ｆ，Δ０ｉ）

于是得：

Ｋ（Γｆ）≥ ｌｉｍσ→０＋ ｉｎｆπ ＜σ∑π ＯＳＣ（ｆ，Δｉ）
命题证毕。

命题２［１］ 设ＥＸ若Ｋｓ（Ｅ）＜∞则：Ｋ－ｄｉｍＥ≤
ｓ；若Ｋｓ（Ｅ）＞０，则Ｋ－ｄｉｍＥ≥ｓ。

计算Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数

Ｗ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπｘ），λ＞１

的Ｋ－维数，还需要下面的引理。

引理１［３］ 对任意ｔ∈Ｒ，β∈［π２，π），使得

ｓｉｎ（ｔ＋β）－ｓｉｎｔ≥
１
２

引理２ Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数

Ｗ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπｘ），λ＞１

对于０＜ｈ＜１有：

Ｗ（ｘ＋ｈ）－Ｗ（ｘ）≤
２
λ－１

＝ｃ

其中Ｃ为与ｈ无关的常数。
证明 对任一给定的０＜ｈ＜１，

Ｗ（ｘ＋ｈ）－Ｗ（ｘ） ＝

∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπ（ｘ＋ｈ））－∑

ｎ

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπｘ）≤

２∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉ＝２· λ－１

１－λ－１
＝ ２
λ－１

＝ｃ

２ 主要定理

定理１ Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数

Ｗ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπｘ）

当λ＞５时，Ｋ－ｄｉｍΓＷ ＝１。
证明 首先证明Ｋ－ｄｉｍΓＷ≤１。对于［０，１］上划分

π＝｛０＝ｘ０ ＜ｘ１… ＜ｘｎ ＝１｝，利用引理 ２，有：
ＯＳＣ（Ｗ，ΔＩ）≤ｃ。再利用引理１，

Ｋ（ΓＷ）≤１＋ｌｉｍδ→０＋ ｉｎｆπ ＜δ∑π （Ｗ，Δｉ）≤１＋ｃ＜∞
所以Ｋ－ｄｉｍΓＷ≤１。

其次证明当λ＞５时，Ｋ－ｄｉｍΓＷ≥１。当λ＞５＞

２，令δ＜λ－１，则当 π ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

Δｉ ＜δ，对Δｉ取整数Ｎ

＞０，使
λ－Ｎ≤｜Δｉ｜＜λ

－（Ｎ－１） （２）
取ｘ＝ｘｉ－１∈Δｉ，存在ｈ满足

λ－（Ｎ＋１）≤ｈ＜λ－Ｎ （３）
且ｘ＋ｈ∈Δｉ，记ｔ＝λ

Ｎπｘ，β＝λＮπｈ，由（３）式有：
π
λ≤λ

Ｎπｈ＝β≤π。由于λ＞５＞２，所以存在ｈ，

使得
π
２≤β≤π从而由引理１，存在ｘ，ｘ＋ｈ∈Δｉ，使

ｓｉｎ（λＮπ（ｘ＋ｈ））－ｓｉｎ（λＮπｘ） ＝

ｓｉｎ（ｔ＋β）－ｓｉｎｔ≥
１
２

由（２）式和（４）式知：存在ｘ，ｘ＋ｈ∈Δｉ，使

Ｗ（ｘ＋ｈ）－Ｗ（ｘ）≥

λ－Ｎ ｓｉｎ（λＮπ（ｘ＋ｈ））－ｓｉｎ（λＮπｘ）－

Ｗ（ｘ＋ｈ）－Ｗ（ｘ）－λ－Ｎ（ｓｉｎ（λＮ（π＋ｈ））－ｓｉｎ（λＮπｘ））≥
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１
２λ

－Ｎ － ２
λ－１≥

１
２ Δｉ －

２
λ－１

＝１２ Δｉ －ｃ

由于λ＞ｓ，所以 １
２－ｃ＞０，所以

Ｋ（ΓＷ）≥ｌｉｍδ→０＋ ｉｎｆπ ＜δ∑π ＯＳＣ（Ｗ，Δｉ）≥

ｌｉｍ
δ→０＋

ｉｎｆ
π ＜δ
∑
π
ＯＳＣ（１２ Δｉ －ｃ）＝

１
２－ｃ＝ｃ′＞０

所以Ｋ－ｄｉｍΓＷ≤１。
综上所述，当λ＞５时，Ｋ－ｄｉｍΓＷ ＝１。

３ 结束语

本文结合文献［５－７］得到了有关 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ函数

Ｗ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
λ－ｉｓｉｎ（λｉπｘ），λ ＞１在一定的条件下，

ｄｉｍＰΓＷ ＝Ｋ－ｄｉｍΓＷ ＝ｄｉｍＢΓＷ ＝ｄｉｍＨΓＷ ＝１。
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