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Ｍ矩阵与其逆矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ积最小特征值的
新下界

刘 新，杨晓英

（四川信息职业技术学院基础教育部，四川 广元 ６２８０１７）

　　摘　要：关于Ｍ矩阵与其逆矩阵的Ｈａｄａｍａｒｄ积ＡＡ－１，给出ＡＡ－１的最小特征值下界的一些新的
估计式，新下界估计式只依赖于矩阵的元素，易于计算。算例表明，新估计式有效地改进了 Ｆｉｅｄｌｅｒ和
Ｍａｒｋｈａｍ的猜想，也改进了其它已有的结果。
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引 言

Ｎ表示正整数集合；Ｒｍ×ｎ（Ｃｍ×ｎ）表示 ｍ×ｎ阶实

（复）矩阵；ρ（Ｐ）表示ｎ×ｎ阶非负矩阵Ｐ的Ｐｅｒｒｏｎ根。

定义１［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，且ａｉｊ≤０，ｉ≠ｊ，则

称矩阵Ａ为Ｚ矩阵（简记为Ａ∈Ｚｎ×ｎ）。

定义２［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｚ
ｎ×ｎ，则Ａ可以表示为Ａ

＝λＩ－Ｂ，其中Ｂ≥０，当λ≥ρ（Ｂ）时，则称Ａ为Ｍ矩

阵。特别地，当λ＞ρ（Ｂ）时，称Ａ为非奇异Ｍ矩阵；当

λ＝ρ（Ｂ）时，称Ａ为奇异Ｍ矩阵。

定义 ３［１］ 对于 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｚ
ｎ×ｎ，记 τ（Ａ） ＝

ｍｉｎ｛λ：λ∈σ（Ａ）｝，（其中σ（Ａ）表示矩阵Ａ的谱），

τ（Ａ）称为Ａ的最小特征值。

定义４［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｃ

ｍ×ｎ，

用ＡＢ表示Ａ和Ｂ的对应元素相乘而成的ｍ×ｎ阶矩

阵，即ＡＢ＝（ａｉｊｂｉｊ）∈Ｃ
ｍ×ｎ。ＡＢ称为Ａ和Ｂ的Ｈａｄ

ａｍａｒｄ积。

１９８８年，Ｆｉｅｄｌｅｒ和 Ｍａｒｋｈａｍ在文献［２］中得出结

论：如果Ａ和Ｂ都是Ｍ矩阵，则ＡＢ－１也是Ｍ矩阵，同

时给出ＡＡ－１的最小特征值τ（ＡＡ－１）下界的估计式：

τ（ＡＡ－１）≥ １
ｎ，同时给出了一个猜想：

τ（ＡＡ－１）≥ ２
ｎ

文献［３－６］分别证明了上述猜想的正确性。

ＬｉＨｏｕｂｉａｏ等在文献［７］给出了下界

τ（ＡＡ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｓｉＲｉ
１＋∑

ｊ≠ｉ

{ }ｓ
２００９年，ＬｉＹａｎｇｔａｎｇ等在文献［８］中改进了 Ｌｉ

Ｈｏｕｂｉａｏ的结果，得到关于ＡＡ－１的最小特征值下界的

新估计式：

τ（ＡＡ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｍｉＲｉ
１＋∑

ｊ≠ｉ
ｍ{ }
ｊｉ

同年，李艳艳在文献［９］中给出了估计式：

τ（ＡＡ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｔｉＲｉ
１＋∑

ｊ≠ｉ
ｔ{ }
ｊｉ

其中ｄｉ＝
∑
ｋ≠ｉ
ａｉｋ
ａｉｉ

，ｔｊｉ＝
∑
ｋ≠ｊ
ａｊｋ ｄｋ

ａｊｊ
，ｔｉ＝ｍａｘｊ≠ｉ｛ｔｉｊ｝，ｉ∈

Ｎ。

本文将给出ＡＡ－１最小特征值的一些新的下界估计

式，这些新下界改进了文献［２，７－８，１０］中的相应结果。

１ 符号与引理

首先，给出一些记号，它们会在后面的讨论中用到。

记：

Ｒｉ＝∑
ｋ≠ｉ
ａｉｋ，Ｃｉ＝∑

ｋ≠ｉ
ａｋｉ



ｄｉ＝
Ｒｉ
ａｉｉ
，ｃｉ
∧
＝
Ｃｉ
ａｉｉ

ｒｌｉ＝
ａｌｉ

ａｌｌ －∑
ｋ≠ｌ，ｉ

ａｌｋ
，ｌ≠ｉ

ｒｉ＝ｍａｘｌ≠ｉ｛ｒｌｉ｝，ｉ∈Ｎ

ｃｉｌ＝
ａｉｌ

ａｌｌ －∑
ｋ≠ｌ，ｉ

ａｋｌ
，ｌ≠ｉ

ｃｉ＝ｍａｘｌ≠ｉ｛ｃｉｌ｝，ｉ∈Ｎ

ｍｊｉ＝
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｒｉ

ａｊｊ
，ｊ≠ｉ

ｍｉ＝ｍａｘｊ≠ｉ｛ｍｉｊ｝，ｉ∈Ｎ

ｎｊｉ＝
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｒｋ

ａｊｊ
，ｊ≠ｉ

ｎｉ＝ｍａｘｊ≠ｉ｛ｎｉｊ｝，ｉ∈Ｎ

ｓｊｉ＝
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｄｋ

ａｊｊ
，ｊ≠ｉ

ｓｉ＝ｍａｘｊ≠ｉ｛ｓｉｊ｝，ｉ∈Ｎ

引理１［７］ （ａ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占

优Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｊｉ≤
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｄｋ

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

（ｂ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是列严格对角占优 Ｍ矩

阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｉｊ≤
ａｉｊ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｋｊｃｋ

∧

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

引理２［８］ （ａ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占

优Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｊｉ≤
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｒｉ

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

（ｂ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是列严格对角占优 Ｍ矩

阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｉｊ≤
ａｉｊ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｋｊｃｉ

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

引理３［１１］ （ａ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角

占优Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｊｉ≤
ａｊｉ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｊｋ ｒｋ

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

（ｂ）设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是列严格对角占优 Ｍ矩

阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

ｂｉｊ≤
ａｉｊ ＋∑

ｋ≠ｊ，ｉ
ａｋｊｃｋ

ａｊｊ
ｂｉｉ，ｊ≠ｉ

引理４［７］ 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是 Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝

（ｂｉｊ）是双随机矩阵。则

ｂｉｉ≥
１

１＋∑
ｊ≠ｉ
ｓｊｉ
，ｉ∈Ｎ

引理５［８］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占优

Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝（ｂｉｊ）。则

１
ａ≤ｂｉｉ，ｉ∈Ｎ

引理６［４］ 设Ａ－１是双随机矩阵，则Ａｅ＝ｅ，ＡＴｅ＝ｅ，

其中，ｅ＝（１，１，…，１）Ｔ。

引理７［１２］ 设 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ是任意复矩阵，ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ是正实数。则Ａ的所有特征值都位于复平面的下

列区域之中

∪ ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ≤ｘｉ∑
ｊ≠ｉ

１
ｘｊ
ａｊｉ，ｉ∈{ }Ｎ

引理８［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是Ｍ矩阵，则存在正

对角矩阵Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，使得 Ｄ－１ＡＤ为行严格对角占优 Ｍ

矩阵。

２ 主要结果

定理１ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是不可约Ｍ矩阵，Ａ－１

＝（ｂｉｊ）是双随机矩阵。则

τ（ＡＡ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｍｉ∑
ｊ≠ｉ

ａｊｉｎｊｉ
ｍｊ

１＋∑
ｊ≠ｉ
ｓ

{ }
ｊｉ

证明 因为Ａ是不可约矩阵，Ａ－１是双随机矩阵，由

引理６知，ａｉｉ＝∑
ｋ≠ｉ
ａｉｋ ＋１＝∑

ｋ≠ｉ
ａｋｉ ＋１，且ａｉｉ＞１，

ｉ∈Ｎ。令Ｒｒｊ＝∑
ｋ≠ｊ
ａｊｋ ｒｉ，ｊ∈Ｎ，则

Ｒｒｊ≤ ａｊｉ ＋∑
ｋ≠ｊ，ｉ

ａｊｋ ｒｉ≤Ｒｊ＝∑
ｋ≠ｊ
ａｊｋ

因此，存在实数φｊｉ（０≤φｊｉ≤１），使得

ａｊｉ ＋∑
ｋ≠ｊ，ｉ

ａｊｋ ｒｉ＝φｊｉＲｊ＋（１－φｊｉ）Ｒ
ｒ
ｊ

令φｊ＝ｍａｘｉ≠ｊ｛φｊｉ｝，则０＜φｊ≤１（当φｊ＝０时，Ａ是可

约的矩阵，与Ａ不可约相矛盾），且

ｍｊ＝ｍａｘｉ≠ｊ｛ｍｊｉ｝＝
φｊＲｊ＋ １－φ( )

ｊＲ
ｒ
ｊ

ａｊｊ
，ｊ∈Ｎ
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显然，０＜ｍｊ≤１。令λ＝τ（ＡＡ
－１），由引理７知，存在

ｉ０（１≤ｉ０≤ｎ），使得

λ－ａｉ０ｉ０ｂｉ０ｉ０ ≤ｍｉ０∑ｊ≠ｉ０
１
ｍｊ
ａｊｉ０ｂｊｉ０

故

λ≥ａｉ０ｉ０ｂｉ０ｉ０ －ｍｉ０∑
ｊ≠ｉ０

１
ｍｊ
ａｊｉ０ｂｊｉ０ ≥

ａｉ０ｉ０ｂｉ０ｉ０ －ｍｉ０∑
ｊ≠ｉ０

ａｊｉ０
ｍｊ

ａｊｉ０ ＋∑ｋ≠ｊ，ｉ０ ａｊｋ ｒｋ
ａｊｊ

ｂｉ０ｉ０ ＝

（ａｉ０ｉ０ －ｍｉ０∑
ｊ≠ｉ０

１
ｍｊ
ａｊｉ０ ｎｊｉ０）ｂｉ０ｉ０≥

ａｉ０ｉ０ －ｍｉ０∑
ｊ≠ｉ０

１
ｍｊ
ａｊｉ０ ｎｊｉ０

１＋∑
ｊ≠ｉ０

ｓｊｉ０
≥

ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｍｉ∑
ｊ≠ｉ

ａｊｉｎｊｉ
ｍｊ

１＋∑
ｊ≠ｉ
ｓ

{ }
ｊｉ

注：若Ａ是可约的。不失一般性，假设Ａ是具有不

可约对角块Ａｉｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）的块上三角矩阵：

Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｋ

Ａ２２ … Ａ２ｋ

… …

Ａ















ｋｋ

则Ａ－１仍是块上三角矩阵，且

τ（ＡＡ－１）＝ｍｉｎ
ｋ
τ（ＡｋｋＡ

－１
ｋｋ）

结论仍然成立。

由引理５，引理８和定理１，可以得出下面的结论。

推论１ 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是 Ｍ矩阵，Ａ－１ ＝

（ｂｉｊ）。则

τ（ＡＡ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ－ｍｉ∑
ｊ≠ｉ

ａｊｉｎｊｉ
ｍｊ

ａ
{ }

ｉｉ

３ 例 子

例１［７］ 设

Ａ＝

４ －１ －１ －１

－２ ５ －１ －１

０ －２ ４ －１

－１ －１ －











１ ４

易知Ａ是Ｍ矩阵，Ａｅ＝ｅ，ＡＴｅ＝ｅ，其中，ｅ＝（１，

１，…，１）Ｔ，因此 Ａ－１是双随机矩阵。通过 Ｍａｔｌａｂ计算

得

Ａ－１ ＝

０４ ０２ ０２ ０２

０２３３３ ０３６６７ ０２ ０２

０１６６７ ０２３３３ ０４ ０２











０２ ０２ ０２ ０４

对τ（ＡＡ－１）的下界进行估计，依据 Ｆｉｅｄｌｅｒ和

Ｍａｒｋｈａｍ的猜想：

τ（ＡＡ－１）≥ ２
ｎ ＝

１
２

依据文献［７］定理３１的结论，得：

τ（ＡＡ－１）≥０６６２４

依据文献［８］定理３２的结论，得：

τ（ＡＡ－１）≥０７９９９

由本文的定理１得：

τ（ＡＡ－１）≥０８２３４

而τ（ＡＡ－１）的真值是

τ（ＡＡ－１）＝０９７５６

由以上的数值结果知，定理１有效地改进了 Ｆｉｅｄｌｅｒ

和Ｍａｒｋｈａｍ的猜想τ（ＡＡ－１）≥ ２ｎ和文献［７－８］中的

结果。
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