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一类非线性金融系统的 ｈｏｐｆ分岔研究

张荣艳

（黄河科技学院信息工程学院，郑州 ４５００６３）

　　摘　要：研究了一类非线性金融系统。首先利用特征方程和 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ准则对系统的平衡点的
稳定性和ｈｏｐｆ分岔的存在性进行了研究；其次利用解析法研究了系统ｈｏｐｆ的分岔方向和分岔稳定性；最
后证明了在一定条件下，系统的ｈｏｐｆ分岔是亚临界的。
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引 言

经济学中的分岔和混沌现象自１９８５年被首次发现
以来，对当今西方主流经济学派产生了巨大的冲击，因

为经济系统中出现混沌现象意味着宏观经济运动本身

具有内在的不稳定性。政府虽然可以采取诸如财经政

策或金融政策等宏观调控手段来进行干预，但是干预的

有效性是十分有限的，不稳定性和复杂性使精确的经济

预测受到很大限制，合理的预期行为也变得复杂起来。

因此，有必要系统地开展对这类复杂经济系统内在结构

特征的研究。通过研究系统的周期解的失稳、分岔、倍

周期分岔、分岔点值的位置、复杂系统进人混沌的道路，

从而揭示复杂现象发生的原因，就变得越来越重要，并

可在此基础上，为对复杂连续经济系统的分析、预测与

控制提供理论依据和实际操作的方法［１］。

文献［２］了给出了一类金融系统
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其中ｘ表示利率，ｙ表示投资需求，ｚ表示价格指数，ａ≥
０为储蓄量，ｂ≥０为单位投资成本，ｃ≥０为商品需求弹
性。文献［１，３－４］分别对系统进行了分岔、混沌和控制
进行了系统的研究。

通过选择适当的坐标系和变量替换，系统（１）可以
简化为［５］
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其中ａ，ｂ是大于零的参数。
首先对系统（２）的平衡点的稳定性和 ｈｏｐｆ分岔的

存在进行了分析；其次对系统分岔方向和分岔稳定性进

行了分析；最后证明了在一定条件下，系统的 ｈｏｐｆ分岔
是非退化的亚临界分岔。

１ 平衡点的稳定性与ｈｏｐｆ分岔

系统（２）有两个平衡点：
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系统（２）在平衡点Ｓ１，Ｓ２处的线性化特征方程均为：

λ３＋（１＋ａ）λ２＋ａｂλ＋２ａ２ｂ＝０ （３）

根据Ｒｏｕｔｈｈｕｒｗｉｔｚ准则可得下面结论。
定理１ 平衡点
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稳定的充分必要条件是ａ＜１（图１）。
　　当ａ＝１时，特征方程变为：



（ａ）平衡点Ｓ１稳定　　（ｂ）平衡点Ｓ２稳定
图１ ａ＝０．４＜１，ｂ＝５不动点稳定图

λ３＋２λ２＋ｂλ＋２ｂ＝０
其特征值分别为：

λ１ 槡＝ ｂｉ，λ２ 槡＝－ ｂｉ，λ３ ＝－２
即当ａ＝１，特征方程（３）有一个负实根和一对纯虚根，
并且

λ′（ａ）＝ －λ２－ｂλ－４ａｂ
３λ２＋２（１＋ａ）λ＋ａｂ

则

Ｒｅ（λ′（ａ＝１））＝ ５ｂ
２ｂ＋８＞０

于是由Ｈｏｐｆ分岔定理［６］得下面结论。

定理２ 当ａ＝１，系统（２）在平衡点Ｓ１和平衡点Ｓ２
处均产生ｈｏｐｆ分岔（图２）。

图２ ａ＝１，ｂ＝５ｈｏｐｆ分岔图

２ ｈｏｐｆ分岔的方向和稳定性

利用解析方法，对系统（２）在平衡点附近的 ｈｏｐｆ分
岔方向和分岔稳定性进行研究。因为平衡点 Ｓ１和平衡
点Ｓ２的对称性，仅分析平衡点Ｓ１的情况。

对系统（２）做变量替换，设
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则系统（２）变为
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系统（２）在平衡点Ｓ１变成了系统（４）的零平衡点 Ｓ０（０，
０，０）。

一直假设ａ＝１。系统（４）可以写成：
珚Ｕ＝ＡＵ＋Ｆ（Ｕ），Ｕ∈Ｒ３

其中
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矩阵Ａ的特征方程为：
λ３＋２λ２＋ｂλ＋２ｂ＝０

其特征值为：λ１ 槡＝ ｂｉ，λ２ 槡＝－ ｂｉ，λ３ ＝－２，复特征值

λ１ 槡＝ ｂｉ，λ２ 槡＝－ ｂｉ对应着一对共轭的复特征向量为：

ｑ＝（１，－１ 槡－ ｂｉ， 槡－ ｂ＋２ｉ）
Ｔ

ｑ＝（１，－１ 槡＋ ｂｉ， 槡－ ｂ－２ｉ）
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即
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同时，引进一个伴随向量ｐ∈Ｃ３，其满足条件：

ＡＴ 槡ｐ＝－ ｂｉｐ，ＡＴ 槡ｐ＝ ｂｉｐ
通过计算可得 ｐ＝（１，－１，ｉ）Ｔ。规范化 ｐ使得 ＜ｐ，
ｑ＞＝１，其中 ＜·，·＞是Ｃ３中的一个标量积，定义为
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通过计算，可以得到规范化后的伴随向量ｐ
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根据文献［７］，系统（４）在原点 Ｓ０（０，０，０）的第一
Ｌｙａｐｕｎｏｖ系数为
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１
２槡ｂ
Ｒｅ［＜ｐ，Ｃ（ｑ，ｑ，珋ｑ）＞－

２＜ｐ，Ｂ（ｑ，Ａ－１Ｂ（ｑ，ｑ））＞＋

＜ｐ，Ｂ（ｑ，（２槡ｉｂＥ－Ａ）
－１Ｂ（ｑ，ｑ））＞］＝

２

槡ｂ
（
３
４＋ｂ＋

２＋ｂ
３ｂ２＋１５ｂ＋１２

）＞０

其中
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由第一Ｌｙａｐｕｎｏｖ系数ｌ１（０）＞０，可以得出下述结

论：

定理３ 系统（２）的ｈｏｐｆ分岔是非退化的亚临界分
岔，从平衡点Ｓ１处分岔出一个不稳定的周期轨迹。

对于亚临界分岔点ａ０＝１，当ａ＜１时，存在两个由
初始条件决定的不同运动轨迹：

（１）初始值与平衡点Ｓ１的距离较小时，平衡点Ｓ１局
部渐近稳定。

（２）与平衡点Ｓ１的距离较大时，轨迹将远离周期轨
迹，导致系统的不稳定。

当ａ＞１时，系统的平衡点 Ｓ１不稳定，最终产生混
沌（图３，初始值ｘ＝０．１，ｙ０ ＝－０．１，ｚ０ ＝０．１）。

３ 结束语

利用特征方程和 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ准则对系统平衡点
的稳定性进行了研究，并且证明了系统存在 ｈｏｐｆ分岔；
利用解析法证明了在一定条件下，系统的ｈｏｐｆ分岔是亚
临界分岔。系统还有很多的性质有待进一步的研究分

析，例如系统的混沌研究。

图３ ａ＝１．１，ｂ＝５混浊图
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