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随机环境中马氏链的特征数与禁止概率

崔 静

（安徽师范大学数学计算机科学学院，安徽 芜湖 ２４１０００）

　　摘　要：利用马氏链的一般理论讨论了随机环境中马氏链的特征数和禁止概率的关系，给出了强常
返状态特征数的分解公式，利用禁止概率的一般分解公式研究了分布矩的性质，丰富了现有文献中的随

机环境中马氏链的相关结果。
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　　马氏过程是随机过程中最重要的一类随机过程，有

着极其深厚的理论基础和应用背景。随着研究的深入，

美国数学家Ｗ．Ｓｍｉｔｈ在研究分枝过程时提出要充分考

虑环境的影响，事实上，随机环境模型在自然科学和社

会经济生活等领域有着广泛的应用，例如物理学上多晶

固体中的扩散、生物学中用来描述物种群体的繁衍过程

等。随机环境中马氏链的一般框架是由 Ｃｏｇｂｕｒｎ等

人［１４］在上世纪七八十年代建立的，随后，Ｏｒｅｙ在其特邀

论文［５］中评价了Ｃｏｇｂｕｒｎ等人的工作，给出了一些新的

结果并提出了一系列开问题，ＬＩＹｉｎｇｑｉｕ［６７］研究了双无

限随机环境中马氏链的不变测度，肖争艳和胡迪鹤［８］给

出了绕积马氏链的定义并使用绕积马氏链的特征数研

究了随机环境中马氏链的各种状态间的关系。本文利

用随机环境中马氏链的禁止概率的基本分解公式［９］讨

论了随机环境中马氏链的各种状态之间的关系，给出了

特征数的分解公式和首达分布的若干性质，丰富了现有

文献的结论。

１ 预备知识

设（Θ，Ｂ）是任一可测空间，Ｘ是至多可数集，Α是

其上的离散 σ代数。（Ω，Ｆ，Ｐ）为一概率空间，→Ｘ∞０ ＝

（Ｘｎ）ｎ≥０和
→ξ＝（ξｎ）ｎ∈Ζ是（Ω，Ｆ，Ｐ）上分别取值于Ｘ和

Θ的随机序列。｛Ｐ（θ），θ∈Θ｝是（Ｘ，Α）上的一族转移

函数族。若对几乎所有的Ａ∈Α，→ξ＝（ξｎ）ｎ∈Ζ和
→Ｘ∞０ ＝

（Ｘｎ）ｎ≥０满足

Ρ（Ｘ０∈Ａ→ξ）＝Ρ（Ｘ０∈Ａ→ξ０）

Ρ（Ｘｎ＋１∈ＡＸｎ
→
０，
→ξ）＝Ρ（ξｎ，Ｘｎ，Ａ）

则称
→Ｘ为随机环境→ξ中的马氏链（记为ＭＣＲＥ），称→ξ为

环境序列，Ｘ是状态空间，Θ为环境空间。显然，当→ξ＝
→θ时，（Ｘｎ）ｎ≥０是一非时齐的马氏链，其第ｎ步转移概率

为Ｐ（θｎ）。

设Ｚ为整数集，Θｎ：Θ
ｚ→Θ，ｎ∈Ｚ为坐标函数，令

Ｂｌｋ＝σ（Θｎ，ｋ－１＜ｎ＜ｌ＋１），其中 －∞≤ｋ≤ｌ≤＋

∞。设Ｔ为推移算子，π是可测空间（Θｚ，Ｂｚ）上的任意

概率测度且满足πＴ－１＝π，即（Ｔ→θ）ｎ ＝θｎ＋１，
→θ∈Θ

→
，于

是 θｎ是取值于Θ的严平稳序列。对
→θ＝（θｎ，ｎ∈Ｚ）∈

Θｚ，记

Ｐ（θｍ，···，θｎ）＝Ｐ（θｍ）···Ｐ（θｎ），－∞ ＜ｍ≤ｎ＜＋∞

记Ｅ＝Ｘ×Θｚ，Ξ ＝Ａ×Ｂｚ，μ＝ｋ×π，其中ｋ为Ｘ

上的计数测度。对 Ｆ∈ Ξ，令 τＦ表示状态首次到达集

合Ｆ的时间，为行文方便，令

Ｆｎ（→θ；ｘ，Ｆ）＝Ｐ（ｘ，→θ）（τＦ ＝ｎ）

［Ｆ］ｘ ＝｛（ｘ，
→θ）：→θ∈（Ｆ）ｘ｝

Ｌ（ｘ，→θ；Ｆ）＝Ｐ（ｘ，→θ）（∪
∞

ｎ＝１
｛（Ｘｎ，Ｔ

ｎ→θ）｝∈Ｆ）



Ｑ（ｘ，→θ；Ｆ）＝Ｐ（ｘ，→θ）（∩
∞

ｋ＝１
∪
∞

ｎ＝ｋ
｛（Ｘｎ，Ｔ

ｎ→θ）｝∈Ｆ）

ＨＰ（
→θ；ｘ，ｙ）＝Ｐ（ｘ，→θ）（Ｘｎ ＝ｙ，ＸｋＨ，１＜ｋ＜ｎ）

ＨＸ称为禁止集。特别地，当Ｈ＝｛ｚ｝时，记

ＨＰ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｚＰ（

→θ；ｘ，ｙ）

Ｌｉｎｆ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｉｎｆ

ｋ
Ｌ（Ｔｋ→θ；ｘ，ｙ）

ＨＬ（
→θ；ｘ，ｙ）＝∑

∞

ｎ＝１Ｈ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）

ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｎｒＦｎ（→θ；ｘ，ｙ）

ｍｒｓｕｐ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｓｕｐ

ｋ
ｍｒ（Ｔｋ→θ；ｘ，ｙ）

称ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）＝ＥＴｒｙ，ｒ∈Ｎ为首达状态ｙ的ｒ阶矩，其中
Ｔｙ ＝Ｔ｛ｙ｝为首达状态ｙ的时刻。

定义１ 若π（→θ：Ｑ（ｘ，→θ；［Ｅ］ｘ）＝１）＝１，则称状

态ｘ是强常返的；若π（→θ：Ｇ（ｘ，→θ；［Ｅ］ｘ）＝∞）＝１，则
称状态ｘ是弱常返的。

定义２ 称集合Ａ∈Ξ可达集合Ｄ∈Ξ，若Ｌ（ｘ，→θ；
Ｄ）＞０ａ．ｅ．（ｘ，→θ）∈Ａ；称状态ｘ可达ｙ，如果［Ｅ］ｘ可

达［Ｅ］ｙ。

２ 主要结果及证明

引理１［９］ 若ｎ≥２，ｚＨ，则

ＨＰ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｚ，ＨＰ（

→θ；ｘ，ｙ）＋

∑
ｎ－１

ｖ＝１ｚ，Ｈ
Ｐ（→θ；ｘ，ｚ）ＨＰ（Ｔｖ

→θ；ｚ，ｙ） （１）

ＨＰ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｚ，ＨＰ（

→θ；ｘ，ｙ）＋

∑
ｎ－１

ｖ＝１Ｈ
Ｐ（→θ；ｘ，ｚ）ｚ，ＨＰ（Ｔｖ

→θ；ｚ，ｙ） （２）

引理２［８］ 若 ｘ是强常返的 ｘ且可达 ｙ，则 π｛→θ；
Ｌ（ｙ，→θ；［Ｅ］ｘ）＝１｝＝１。

引理３［１０１１］ 若存在ｒ≥１使得ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）＜∞，ａ．
ｅ．，则

ｌｉｍ
ｚ→∞

ｚｍ（
→θ；ｘ，ｙ）＝ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ），ａ．ｅ．

定理１ 若ｙ是强常返的且ｙ可达ｚ，则对任意的ｘ

∈Ｘ，都有

Ｌ（→θ；ｘ，ｙ）＝ｙＬ（
→θ；ｘ，ｚ）＋ｚＬ（

→θ；ｘ，ｙ）
证明 在（１）式中令Ｈ＝｛ｙ｝得

Ｆｎ（→θ；ｘ，ｙ）＝ｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

ｎ－１

ｖ＝１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ－ｖ（Ｔｖ→θ；

ｚ，ｙ）在式两边对ｎ求和有

∑
∞

ｎ＝１
Ｆｎ（→θ；ｘ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１ｚ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｎ＝１
∑
ｎ－１

ｖ＝１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ－ｖ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１ｚ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
∑
∞

ｎ＝ｖ＋１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ－ｖ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１ｚ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
∑
∞

ｎ＝１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１ｚ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）Ｌ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）

注意到ｙ是强常返的且ｙ可达ｚ，由引理２知π｛→θ；

Ｌ（→θ；ｚ，ｙ）＝１｝＝１，故

∑
∞

ｎ＝１
Ｆｎ（→θ；ｘ，ｙ）＝∑

∞

ｎ＝１ｚ
Ｆ（→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１ｙ
Ｆ（→θ；ｘ，ｚ）

定理１得证。

定理２ 若存在 ｒ≥１使得 ｍｒ（→θ；ｘ，ｚ）＜∞，ａ．ｅ．

且ｍｒｓｕｐ（
→θ；ｚ，ｙ）＜∞，ａ．ｅ．，则ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）＜∞，ａ．ｅ．。

证明 由定理１的证明易知

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒＦｎ（→θ；ｘ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｎ＝１
∑
ｎ－１

ｖ＝１
ｎｒｙＦ（
→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ－ｖ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
∑
∞

ｎ＝ｖ＋１
ｎｒｙＦ（
→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ－ｖ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＝

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
∑
∞

ｍ＝１
（ｍ＋ｖ）ｒｙＦ（

→θ；ｘ，ｚ）Ｆｎ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）

注意到（ｍ＋ｖ）ｒ≤２ｒ（ｍｒ＋ｖｒ），进而

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒＦｎ（→θ；ｘ，ｙ）－∑

∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）≤

２ｒ∑
∞

ｖ＝１
∑
∞

ｍ＝１
（ｍｒ＋ｖｒ）ｙＦ（

→θ；ｘ，ｚ）Ｆｍ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）≤

２ｒ∑
∞

ｖ＝１
Ｆｖ（→θ；ｘ，ｚ）ｍｒ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）＋

２ｒ∑
∞

ｖ＝１
Ｆｖ（→θ；ｘ，ｚ）ｖｒＬ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）≤

２ｒ［ｍｒｓｕｐ（
→θ；ｚ，ｙ）＋ｍｒ（→θ；ｘ，ｚ）］

即

ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）－ｚｍ（
→θ；ｘ，ｙ）≤２ｒ［ｍｒｓｕｐ（

→θ；ｚ，ｙ）＋ｍｒ（→θ；ｘ，ｚ）］

故当 ｍｒ（→θ；ｘ，ｚ）＜∞ 且 ｍｒｓｕｐ（
→θ；ｚ，ｙ）＜∞ 时，必有

ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）＜∞，证毕。

推论１ 若存在ｒ≥１使得ｍｒ（→θ；ｘ，ｚ）＜∞，ａ．ｅ．，

则

ｌｉｍ
ｚ→∞

ｙｍ（
→θ；ｘ，ｚ）Ｌｉｎｆ（

→θ；ｚ，ｙ）＝０．ａ．ｅ．

证明 由定理２的证明易知

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒＦｎ（→θ；ｘ，ｙ）＝∑

∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋
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∑
∞

ｖ＝１
∑
∞

ｍ＝１
（ｍ＋ｖ）ｒｙＦ（

→θ；ｘ，ｚ）Ｆｍ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）≥

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
∑
∞

ｍ＝１
ｖｒｙＦ（
→θ；ｘ，ｚ）Ｆｍ（Ｔｖ→θ；ｚ，ｙ）≥

∑
∞

ｎ＝１
ｎｒｚＦ（
→θ；ｘ，ｙ）＋∑

∞

ｖ＝１
ｖｒｙＦ（
→θ；ｘ，ｚ）Ｌｉｎｆ（

→θ；ｚ，ｙ）

即

ｍｒ（→θ；ｘ，ｙ）≥ｚｍ（
→θ；ｘ，ｙ）＋ｙｍ（

→θ；ｘ，ｚ）Ｌｉｎｆ（
→θ；ｚ，ｙ）

由引理３知结论得证。
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