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循环蠕变加载下疲劳裂纹扩展速率的探讨

于 强

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：根据循环蠕变加载下应力－应变迟滞徊线的周期性，提出了在一个循环周期内以应变能密
度为损伤参量，并把材料的机械疲劳损伤和蠕变损伤统一处理的方法，以解决这两种损伤之间的交互作

用问题；指出了在循环蠕变的加速现象中包含了这两种损伤之间的交互作用的效果；借助于等效杨氏模

量概念，对静蠕变公式进行修正后用于循环蠕变的应变计算，进而对能量密度进行计算。然后参照单轴

疲劳的研究过程，导出了循环蠕变加载下基于能量密度的疲劳裂纹扩展速率公式。
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引 言

当温度Ｔ≥０４Ｔｍ（Ｔｍ为熔点绝对温度）保持不变

时，若构件受到恒定的应力作用，随着时间的延长，构件

的应变缓慢增加的现象，称为静蠕变；若构件受到的是

循环应力作用，则称为循环蠕变。循环蠕变加载下构件

既会受到机械疲劳损伤又会高温蠕变损伤，还会受到二

者交互作用的损伤。这会使总的损伤并不等于两种单

一损伤的线性叠加，而总的损伤量如何确定目前尚未得

到很好的解决。

目前对循环蠕变加载下疲劳寿命的研究较多，对裂

纹的扩展很少，已有文献注意到了机械疲劳与蠕变的交

互作用对构件寿命的影响［１］，而关于裂纹扩展速率的计

算，一般是将总的扩展量分解为与时间无关的机械疲劳

裂纹扩展和与时间相关的蠕变裂纹扩展，然后再将这二

者进行线性叠加的方法来描述裂纹扩展 ［２３］。但是机械

疲劳与蠕变的交互作用对裂纹扩展的影响问题仍未很

好的解决。为了建立一个在循环蠕变加载下，既要充分

考虑机械疲劳与蠕变交汇作用对裂纹扩展速率的影响，

又要计算方便的裂纹扩展速率的计算公式，文中主要做

了以下几项工作。

在分析了应力加载下的循环蠕变应力 －应变迟滞
徊线后，将应变划分为了机械疲劳应变和蠕变应变两部

分，可见到对裂纹扩展有贡献的能量密度等于机械疲劳

能量密度与蠕变能量密度之和。若以能量密度为裂纹

扩展的损伤参量，对于疲劳损伤和蠕变损伤的积累性，

则可用标量叠加表示而计算方便。

对循环蠕变相对静蠕变所具有的加速效应［４］，从单

位时间内能量密度必然随之增大的角度来看，则应该理

解为这也是材料损伤的加速，和单位时间内损伤量的增

大。而在这种加速中所增大的损伤中，理应包含了机械

疲劳损伤和蠕变损伤之间的交互作用的影响。为了计

算循环蠕变的蠕变量和能量密度，提出了用等效杨氏模

量对静蠕变公式加以修正以后用于计算循环蠕变应变

的方法。

考虑构件应是处于较大区域的塑性变形状态，线弹

性力学失效。则在一个循环中，考虑用裂纹的扩展量与

在这个循环中的能量密度成比例来描述裂纹的扩展。

最后参照单轴疲劳加载下裂纹的扩展的研究过程，导出

了循环蠕变加载下疲劳裂纹扩展速率的计算公式。

１ 应变能密度对材料损伤的描述

１１ 常温下的应变能密度

在常温下，试件受到外力作用时可以不考虑蠕变变

形，单位体积材料的变形能称为材料的应变能密度，它

等于材料承受的应力与该应力下所产生的应变之积，是

应力和应变的一个综合量，由弹性应变能密度和塑性应

变能密度两部分构成。它对材料的损伤描述具有单值



性和标量的叠加性，而对材料累积性损伤描述十分方

便。

４５号钢的标准圆柱形试件单轴拉伸实验的应力 －
应变曲线，如图１所示。

图１ 单轴拉伸实验中的总能量密度Ｗｔ

设试件承受拉伸应力σ，随着应变ε增大Δε，则能
量密度增加ΔＷｔ＝σΔε。在σ－ε图上为小条阴影面积，
材料的损伤程度与这面积成正比。

应变 ε的进一步增大，能量密度值 Ｗｔ＝∫
εｔ

０

σｄε则

随之增大，材料的损伤累积也随之增大；当能量密度值

增大到某一个临界破坏值 Ｗｔｃ后，（在图１中为 σ－ε
曲线与 σ≥０，在０－εｔｃ范围内的面积），试件就会发
生断裂。

图２所示的１Ｃｒ１８Ｎｉ９Ｔｉ不锈钢漏斗形光滑标准试
件，在应力比Ｒ＝０的等应力幅的三角波加载实验中［５］

有：

图２ 一个循环中的弹性、塑性及应变能密度

由一个循环的迟滞徊线可见应变 Δεｔ＝弹性应变
Δεｅ＋塑性应变Δεｐ，应变能密度 ΔＷｔ＝弹性应变能密
度ΔＷｅ＋塑性应变能密度ΔＷｐ。

单轴加载低疲劳的迟滞徊环方程一般用修正的

Ｒａｍｂｅｒ－Ｏｓｇｏｏｄ关系可以较好的描述［５］，即

Δεｔ
２ ＝Δσ２Ｅ＋

Δσ－Δσｏ
２( )Ｋ′

１
ｎ′

（１）

式中：

Δσ为循环应力
Δσｏ为循环屈服应力
Ｋ′为循环强度系数
Ｅ为杨氏弹性模量

ｎ′为循环塑性硬化指数
弹性应变能量密度（为图２中的三角形阴影部分）

ΔＷｅ＝
Δσ２

２Ｅ （２）

塑性应变能量密度［５］（为图２中的斜线阴影曲面形
部分）

ΔＷｐ≈
１－ｎ′
１＋ｎ′ΔσΔεｐ＋

２ｎ′
１＋ｎ′ΔσｏΔεｐ （３）

该循环中材料受到的损伤程度也与该循环的能量

密度的大小成正比，而在下一个循环中，材料还会受到

完全类似的损伤。

当有Ｎ次循环作用后，材料受到的总损伤是Ｎ次循
环作用的累积损伤，它应与各个循环的能量密度之和Ｗｔ
成正比。即

Ｗｔ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ΔＷｔ）ｉ （４）

当循环的次数达到构件寿命Ｎｆ后，构件的能量密度达到
破坏临界值Ｗｔｆ，材料受到的累积损伤也达到临界值，试
件就会发生断裂。

１２ 高温下的蠕变能密度

构件在高温环境中受交变应力作用时，材料除了会

发生弹性应变 Δεｅ、塑性应变外 Δεｐ，还可能会有蠕变
应变Δεｃ，以及相应的蠕变能密度 ΔＷＣ，并且加载波形
不同，则产生蠕变应变 Δεｃ不同，蠕变能密度 ΔＷＣ值也
不同。

１２１ 无保载时间加载的蠕变能密度
高温下，典型的无保载时间的加载为等应力幅的三

角波，设最大应力为σｍａｘ，应力比为Ｒ＝０，平均应力为

σｍ ＝σｍａｘ／２，循环周期为ｔｎ。由于在一个周期内的平均
应力大于零，构件会发生蠕变，在迟滞徊线图上直观表

现为，下一个迟滞环的位置会相对上一个迟滞环沿着应

变轴ε移动，移动量就是平均应力σｍ作用下，ｔｎ内发生

的蠕变量Δεｍｃ，如图３所示。

图３ 三角形波加载下的迟滞徊线和蠕变量Δεｍｃ

该循环的应变能密度ΔＷｔ，（图３中的阴影部分，）
而平均应力下的蠕变能密度为

ΔＷｍｃ≈σｍａｘΔε
ｍ
ｃ （５）

１２２ 有保载时间加载的蠕变能密度
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在高温下，典型的有保载时间的加载为等应力幅的

等腰梯形波，如图４所示。

图４ 保载时间为Δｔ１的等腰梯形波

设在一个循环（１－２－３－４）内，最大应力σｍａｘ下的
保载时间为Δｔ１，最小应力σｍｉｎ＝０下的保载时间为Δｔ２
＝０，应力变化的时间为Δｔ３，循环的周期为 ｔｎ ＝Δｔ１＋

Δｔ２＋Δｔ３。
等腰梯形波加载使材料产生的蠕变来自于两个方

面，由图４中可见：一是加载应力波中的三角形（１－２－
３′）部分，会因平均应力σｍ在Δｔ３时间内产生蠕变应变

Δεｍｃ。二是加载应力波中的平行四边形（２－３－４－３′）
部分，会因保持应力σｍａｘ在 Δｔ１时间内产生的蠕变应变

Δε１ｃ。
等腰梯形应力波加载的迟滞徊线如图５所示。

图５ 等腰梯形应力波加载的迟滞徊线

保持应力下的蠕变能密度（为图中所示的阴影部

分），即

ΔＷ１ｃ ＝σｍａｘΔε
１
ｃ （６）

该循环（１－２－３－４）的蠕变能密度为平均应力下的蠕
变能密度与保持应力下的蠕变能密度之和，即

ΔＷｃ＝ΔＷ
ｍ
ｃ ＋ΔＷ

１
ｃ≈σｍａｘ（Δε

ｍ
ｃ ＋Δε

１
ｃ）＝σｍａｘΔεｃ

（７）
该循环（１－２－３－４）的应变能密度为：弹性应变能密
度、塑性应变能密度及蠕变能密度之和，即

ΔＷｔ＝ΔＷｅ＋ΔＷＰ＋ΔＷｃ （８）
由（８）式可见：在高温环境中，材料经历一个循环周

期所具有的应变能密度，在形式上只比常温环境中的应

变能密度多了蠕变应变能密度一项。类比常温下选取

应变能密度为材料的损伤参量的方法，若计算出高温下

该循环的应变能密度值ΔＷｔ，就可以描述该循环对材料

造成的损伤了。

２ 循环蠕变应变Δεｃ的计算

在高温环境中，材料的力学性质会随温度变化而发

生改变，如强度指标会有下降的趋势，塑性指标会有增

大的趋势，具体的数值需要通过实验来测定。而在交变

应力作用下，若要确定蠕变能密度 ΔＷｃ，则重点是计算
循环蠕变应变Δεｃ，而如何计算循环蠕变应变 Δεｃ尚在
探讨之中。在这里，根据循环蠕变应变与静蠕变曲线的

相似和区别，提出对静蠕变公式进行修正以后用于计算

环蠕变应变的方法。

２１ 环蠕变应变与静蠕变的相似和区别

蠕变应变εｃ与蠕变时间ｔ（或者循环次数 Ｎ）之间
的关系曲线（蠕变曲线）是描述蠕变应变的主要规律曲

线。同材料、同温度、相同最大应力的条件下，循环蠕变

应变与静蠕变曲线的相似主要为［６］：（１）环蠕变应变曲
线的包迹与静蠕变曲线形状相似，都具有明显的三个阶

段（瞬态、稳态、加速阶段）蠕变特征。（２）环蠕变应变
与静蠕变达到断裂时，产生的总蠕变量几乎相等。（３）
应力具有各种不同保持时间（Δｔ１≥２ｍｉｎ）的循环蠕变
的归一化百分比寿命曲线与静蠕变归一化百分比寿命

曲线几乎完全重合［７］。

循环蠕变应变与静蠕变曲线的区别主要体现在：

（１）循环蠕变应变与静蠕变相比较，具有明显的（时间）
加速蠕变的特征［８］。如试件在同样的最大应力作用下，

若静蠕变需要１００小时会断裂，则循环蠕变可能只需要
６０小时就会断裂。（２）在不同应力保持时间的循环蠕
变之间比较，则应力保持时间越长，试件断裂所需的循

环次数越少，即循环次数寿命越短。

由于循环蠕变应变与静蠕变曲线的相似，使静蠕变

公式具有修正后可以描述循环蠕变的可能性，而循环蠕

变的加速特性，正是需要做修正的内容。

２２ 环蠕变应变的计算公式

循环蠕变的加速，这也是循环蠕变对材料损伤的加

速，即在同时间段内，循环蠕变对材料的损伤比静蠕变

造成的损伤更为严重。机械疲劳和蠕变交汇作用的损

伤，理应包含在新增加的损伤之中。并且新增加的损伤

同样具有积累性。用等效杨氏模量可以有效地描述循

环蠕变下损伤的累积性，导出循环蠕变的计算公式。

２２１ 等效杨氏模量
由于循环蠕变会造成材料性能的加速劣化，而应力

－应变的实验数据同样也在标志着这种加速劣化，故定
义材料在循环蠕变循环中的等效杨氏模量 Ｅ′的下降来
描述材料逐渐的劣化程度，即［９］

４２ 四川理工学院学报（自然科学版）　　　　　 　　　　　　　２０１２年４月



Ｅ′＝
σｍａｘ
ε′
＝
σｍａｘ
Ｓ／Ｌ０

（９）

其中σｍａｘ为最大应力，ε′为由最大位移而换算来的最大
应变，Ｌ０为试件的初始长度，Ｓ为试件的初始长度到某
个循环的最大位移。各个相关量的标注如图６所示。

图６ 应力－位移徊线及等效杨氏模量Ｅ′Ｎ

各个循环的蠕变位移为

ΔＳｃ１、ΔＳｃ２…ΔＳｃｉ…ΔＳｃＮ
各个循环的蠕变应变为

Δεｃ１、Δεｃ２…Δεｃｉ…ΔεｃＮ
在等应力幅作用下，若近似地取各个循环的无蠕变

疲劳的应变ε０（为疲劳弹性应变εｅ与疲劳塑性应变 εｐ
之和）保持不变，则第Ｎ次循环时试件的最大位移

ＳＮ≈Ｓ０＋∑
Ｎ

ｉ＝１
ΔＳｃＮ （１０）

最大应变

ε′Ｎ ＝
ＳｃＮ
Ｌ０
≈ε０＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ΔεｃＮ （１１）

等效杨氏模量则为

Ｅ′Ｎ ＝
σｍａｘ
ε′Ｎ

（１２）

可见，随着循环次数Ｎ的增加，最大应变 ε′Ｎ增大，
等效杨氏模量Ｅ′Ｎ则累积式的减小，描述着材料性能的
累积式加速劣化。

２２２ 循环蠕变的计算
循环蠕变下的等效应力 σＮ。设循环蠕变中材料的

劣化程度变量为

Ｄ＝１－
Ｅ′Ｎ
Ｅ （１３）

其中Ｅ＝Δσｏ／εｅ是材料在交变应力下的杨氏模量（由
单轴疲劳试验测定）。令循环蠕变下的等效应力为

σＮ ＝
σ
１－Ｄ （１４）

则最大等效应力为

σＮ，ｍａｘ＝
σｍａｘ
１－Ｄ＝Ｅε′Ｎ （１５）

其值随着循环次数增加而增大。

静蠕变公式的修正：由于蠕变的恒速阶段，所占时

间很长，约为寿命的７５％左右，是工程中最为实用的阶
段，故对此阶段做修正，其余阶段修正方法相同。

由已知的静蠕变恒速Ｄｏｒｎ等式［１０］

ε＝Ａｔσｎａｅｘｐ
－ＱＣ( )ＲＴ

（１６）

式中：Ａ材料常数（随绝对温度Ｔ变化）

σａ为加载应力值
ｔ为σａ作用下的蠕变时间
ｎ是应力指数（随应力而变）
ＱＣ是材料的表观激活能（随温度变化）
Ｒ是气体常数
将最大等效应力σＮ，ｍａｘ代替（１６）式中的应力σａ，则

得到最大应力σｍａｘ作用下循环蠕变的应变方程式

ε′Ｎ ＝ＡｔＥε′( )
Ｎ
ｎｅｘｐ －ＱＣ( )ＲＴ

（１７）

其中ｔ为最大应力σｍａｘ的作用时间。
各个循环的蠕变应变的计算：依次取ｉ＝１、２、３…．．

Ｎ次循环，则从方程式（１７）中可解出 ε′Ｎ（Ｎ次循环所
产生的最大应变）值，再由式（１０）即 ε′Ｎ ≈ ε０ ＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
ΔεｃＮ，解出各个循环的蠕变应变值Δεｃ１、Δεｃ２…Δεｃｉ

…ΔεｃＮ。
若在一个循环中保持应力σｍａｘ作用的时间Δｔ１＝０，

仅有平均应力 σｍ作用，则 Ｎ次循环的蠕变时间为 ｔ＝
ＮΔｔ３，Δｔ３是一个循环中的应力变化时间，解出的是平均

应力下的各个循环的蠕变应ΔεｍｃＮ。
若在一个循环中应力变化时间 Δｔ３内的平均应力

σｍ ＝０，仅有保持应力σｍａｘ作用，则Ｎ次循环的蠕变作
用时间为ｔ＝ＮΔｔ１，Δｔ１是一个循环中的应力保持时间，
解出的则是保持应力σｍａｘ下各个的循环蠕变ΔεｃＮ。

若既有平均应力σｍ，又有保持应力σｍａｘ作用，则Ｎ
次循环的蠕变时间为ｔ＝Ｎｔｎ，ｔｎ是一个循环的周期，循
环蠕变的应变方程式为

ε′Ｎ ＝ＡＮ Δｔ１（Ｅε′Ｎ）
ｎ１ ＋Δｔ３

σｍ
σｍａｘ
Ｅε′( )Ｎ

ｎ[ ]２ ｅｘｐ－ＱＣ( )ＲＴ
（１８）

式中：ｎ１是σｍａｘ下的蠕变应力指数，ｎ２是σｍ下的蠕变
应力指数。则（１８）式解出的是平均应力与保持应力共
同作用下产生的各个循环的蠕变应变 ΔεｃＮ值。将各个
循环的蠕变应ΔεｃＮ值代入式（７）则可求出各个循环的
蠕变能密度

ΔＷｃＮ≈σｍａｘΔεｃＮ （１９）
由式（８）则可得各个循环周期的应变能密度

ΔＷｔＮ ＝ΔＷｅＮ ＋ΔＷＰＮ ＋ΔＷｃ （２０）
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３ 基于能量密度的疲劳裂纹扩展速率公式

在导出了循环蠕变加载下各个循环周期的应变能

密度ΔＷｔＮ以后，下面参照单轴疲劳的研究方法，来推导
循环蠕变加载下以总能量密度为损伤变量的疲劳裂纹

扩展速率公式。

３１ 基本假设

（１）构件的材料是存在缺陷的（如不均匀，有夹杂，
孔洞，微裂纹等），在外应力作用下，材料中这些部位会

形成应力集中，使材料的损伤局部严重，成为裂纹形核

和扩展的源区。

（２）在第Ｎ次循环周期中，裂纹形核和扩展的驱动
力，来自于裂尖局部区域的应变能密度ΔＷ′ｔＮ，其值为局
部弹性应变能密度 ΔＷ′ｅＮ、局部塑性应变能密度 ΔＷ′ｐＮ
及局部蠕变应变能密度ΔＷ′ｃＮ之和。考虑非扩展缺陷的
能量吸收及损伤过程中的热和振动等消耗，裂纹形核和

扩展的实际驱动力则用（ΔＷ′ｔＮ）
ξ来表示，ξ（ξ≤１）为

应变能密度利用指数。

（３）单位循环所产生的裂纹扩展量ｄａ／ｄＮ，（ａ为裂
纹长度，Ｎ为循环次数），与裂尖塑性区的尺寸 ａｐ成正

比，与局部实际应变能密度（ΔＷ′ｔＮ）
ξ成正比。即

ｄａ
ｄＮ＝Δａ＝Ｂ（ΔＷ′ｔＮ）

ξａｐ （２１）

其中Ｂ为材料常数，与温度相关。
３２ 裂尖塑性区尺寸ａｐ估算

由于以 ΔＷ′ｔＮ为材料的损伤变量，所以需用 ΔＷ′ｔＮ
来表示ａｐ。

由裂纹扩展的张开闭合模型，裂尖塑性区尺寸

为［１１］

ａｐ≈
１
２π

Ｋ１
Δσ( )

ｏ

２

（２２）

式中：Δσｏ为循环屈服应力，Ｋ１为应力强度因子。

设裂尖塑性区处于平面应力下，则［１１］

Ｋ２１ ＝ＥΔＪ （２３）
式中ΔＪ为裂尖塑性区的Ｊ积分。

设构件处于大范围屈服状态中，并存在小裂纹时，

则［１１］

ΔＪ＝２πＹ２ΔＷ′ｔＮａ （２４）
其中Ｙ为裂纹几何形状因子。

将式（２３）、式（２４）代入式（２２），则得

ａｐ ＝
ＥＹ２

Δσ２ｏ
（ΔＷ′ｔＮ）ａ （２５）

３３裂尖局部区域的应变能密度ΔＷ′ｔＮ
由于ΔＷ′ｔＮ不便计算，则用名义应变能密度ΔＷｔＮ来

表示ΔＷ′ｔＮ。由Ｎｅｕｂｅｒ准则

ΔＷ′ｔＮ ＝Ｋ
２
ｔΔＷｔＮ （２６）

式中Ｋｔ为理论应力集中系数（设循环中不改变）即

Ｋｔ＝１＋２（
ａ
ρ
）

１
２ ≈２（ａρ

）
１
２

（２７）

其中ρ为裂尖曲率平均半径，由实验估测。故

ΔＷ′ｔＮ ＝
４
ρΔ
ＷｔＮａ （２８）

３４ 疲劳裂纹扩展速率

将式（２５）、式（２８）代入式（２１）则得到
ｄａ
ｄＮ＝Ｃ（ΔＷｔＮａ）

ξ＋１ （２９）

式中

Ｃ＝Ｂ ４ＥＹ２

ρ（Δσｏ）
２ （３０）

是与构件缺陷和材料相关的常数，会随温度发生变化。

式（２９）、式（３０）就是循环蠕变加载下的疲劳裂纹扩
展的速率公式。

由公式（２９）、式（３０）可见，若测定出一定温度下，交
变疲劳和静蠕变疲劳的相关材料参数，当给定外加的应

力波形后，就可以计算出在该应力波形的作用下，所产

生的循环蠕变疲劳裂纹扩展的速率。公式中的应变能

密度具有明显的蠕变累积性增加的特征，必然可预测循

环蠕变疲劳裂纹的扩展速率也应具有加速的特征，这一

特征是机械疲劳损伤与蠕变损伤之间交互作用产生的

损伤的直接反映。该公式中材料参数随循环数的可能

变化和随温度的变化未加以讨论。

４ 结束语

本文力图寻找一个循环蠕变加载下疲劳裂纹扩展

速率的计算公式，一要充分考虑机械疲劳与蠕变疲劳交

汇作用对裂纹扩展速率的影响，二要计算方便。

通过对循环蠕变能量密度的分析，因其对应力 －应
变表述的综合性、标量叠加的计算方便性、及对材料损

伤描述的单值性而见到：若以能量密度为损伤参量，在

一个循环周期中，若将机械疲劳与蠕变疲劳的损伤做简

单相加就可以统一描述；在多个循环周期中，对循环蠕

变的损伤累积描述也是简单相加。

通过对循环蠕变迟滞徊线的分析，可见循环蠕变的

加速性，实质是表达了机械疲劳与蠕变交汇作用材料损

伤的加速，对裂纹扩展的加速。对静蠕变做累积性损伤

的修正后，则可以循环蠕变的应变，计算蠕变能密度，及

循环蠕变的能量密度。

以能量密度为损伤参量，参照单轴疲劳加载的研究

方法，导出了循环蠕变加载下疲劳短裂纹扩展速率的计

算公式，该公式的正确程度有待今后的实验验证。
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