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基于心态指标的区间灰数预测模型

刘卫锋，范贺花，王战伟

（郑州航空工业管理学院数理系，郑州 ４５００１５）

　　摘　要：针对传统灰色预测模型仅适用于实数序列而无法进行区间灰数序列建模的缺陷，引入决策
者心态指标，把区间灰数序列转化为带有心态指标的序列，并且当心态指标确定时，带有心态指标的序

列就转化为体现决策者心态的实数序列，然后通过对体现决策者心态的实数序列建立灰色预测模型，从

而得到了一种基于心态指标的区间灰数预测模型。由于决策者可以通过调整其心态指标建立灰色预测

模型，因而使得模型预测更加符合实际。
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引 言

灰色ＧＭ（１，１）模型是灰色系统理论的核心内容和

方法之一［１２］，目前该方法在社会经济、管理和工程技术

等领域得到了广泛的应用。但是，灰色ＧＭ（１，１）模型有

时会出现预测误差较大的情形，对此，许多学者分别从

背景值构造［３６］，初值条件优化［７８］，模型参数估计［９１１］等

方面对ＧＭ（１，１）模型进行改进，取得了丰硕的成果。但

是，这些研究实际上都是对白数（实数）序列进行建模，

因而建立的灰色 ＧＭ（１，１）模型并非真正意义上的灰色

预测模型。对此，有文献对区间灰数序列的建模进行了

研究，其中，文献［１２］通过计算灰数层的面积以及灰数
层中位线中点的坐标，将区间灰数序列转换成实数序

列，建立一种基于区间灰数的预测模型；文献［１３］研究
了白化权函数已知情况下的区间灰数建模问题，通过计

算中间层、起（止）点过渡层的面积以及中间层中位线

中点的坐标，将区间灰数序列中所蕴含的信息完整地转

换成实数序列，构建了区间灰数预测模型；文献［１４］在

区间灰数的核和灰度的基础上，提出了基于核和灰度的

区间灰数预测模型；文献［１５］通过将区间灰数序列转化
成相应的发展趋势序列和认知程度，提出了基于发展趋

势和认知程度的区间灰数预测模型，实现了对区间灰数

序列的预测。

在综合分析上述研究文献的基础上，受文献［１６］启
发，本文提出了一种基于心态指标的区间灰数预测模

型。首先，在定义了基于心态指标的区间灰数及其相关

概念的基础上，通过将决策者的心态指标引入到区间灰

数序列，从而得到考虑决策者心态指标的序列，当决策

者的心态指标确定时，该心态指标序列就转化为体现出

决策者心态的实数序列，然后，对体现决策者心态的实

数序列建立灰色预测模型，从而得到了基于决策者心态

指标的区间灰数预测模型。

１ 基本概念

定义１［２］ 只知道取值范围而不知其确切值的数称

为灰数。常用记号表示灰数。

定义２［２］ 既有下界ａ又有上界 ｂ的灰数成为区间

灰数，记为∈［ａ，ｂ］。
定义３ 设区间灰数 ∈ ［ａ，ｂ］，若 ａ≥０，则称

∈［ａ，ｂ］为非负区间灰数。
定义４ 对于区间灰数∈［ａ，ｂ］，在［０，１］上定

义函数Ｆ（λ）：［０，１］→［ａ，ｂ］，Ｆ（λ）＝０５（ａ＋ｂ）＋

０５（ｂ－ａ）（２λ－１），称 λ为决策者对区间灰数 ∈
［ａ，ｂ］的心态指标。



当λ＝０时，Ｆ （λ）＝ａ，这时决策者持悲观心态
或谨慎心态；当λ＝０５时，Ｆ（λ）＝０５（ａ＋ｂ），这时
决策者持温和心态或中庸心态；当λ＝１时，Ｆ（λ）＝ｂ，
这时决策者持乐观心态或激进心态。

显然，由定义４可知，当决策者的心态指标确定时，
Ｆ （λ）就是一个白数（实数）。

定义５ 设区间灰数序列为ｉ∈［ａｉ，ｂｉ］，ｉ＝１，２，
…，ｎ，则称０５（ａｉ＋ｂｉ）＋０５（ｂｉ－ａｉ）（２λ－１），ｉ＝１，
２，…，ｎ为考虑决策者心态指标的区间灰数序列。

显然，当决策者的心态指标确定时，则考虑决策者

心态指标的区间灰数序列就成为了体现出决策者心态

的区间灰数序列的白化值序列。

２ 心态指标区间灰数预测模型

定理１ 设Ｘ（０）（）＝（ｘ（０） （１），ｘ
（０）
 （２），…，ｘ

（０）


（ｎ））是非负区间灰数序列，其中，ｘ（０） （ｋ）＝［ａｋ，ｂｋ］，ｋ＝
１，２，…，ｎ，考虑决策者心态指标的区间灰数列为

Ｘ（０）λ ＝（ｘ（０）λ （１），ｘ
（０）
λ （２），…，ｘ

（０）
λ （ｎ））

其中

ｘ（０）λ （ｋ）＝０５（ａｋ＋ｂｋ）＋０５（ｂｋ－ａｋ）
（２λ－１），ｋ＝１，２，…，ｎ，
Ｘ（０）λ 的１－ＡＧＯ序列为

Ｘ（１）λ ＝（ｘ（１）λ （１），ｘ
（１）
λ （２），…，ｘ

（１）
λ （ｎ））

其中

ｘ（１）λ （ｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｘ（０）λ （ｉ），ｋ＝１，２，…，ｎ

背景值序列

Ｚ（１）λ ＝（ｚ（１）λ （２），ｚ
（１）
λ （３），…，ｚ

（１）
λ （ｎ））

其中

ｚ（１）λ （ｋ）＝０５（ｘ
（１）
λ （ｋ）＋ｘ

（１）
λ （ｋ－１））

ｋ＝２，３，…，ｎ
则（１）ＧＭ（１，１）模型ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ

（１）
λ （ｋ）＝ｕ的最小二

乘估计参数列满足

ａ^＝［ａ，ｕ］Ｔ ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ
其中

Ｙ＝

ｘ（０）λ （２）

ｘ（０）λ （３）

……

ｘ（０）λ （ｎ











）

，Ｂ＝

－ｚ（１）λ （２）１

－ｚ（１）λ （３）１

……

－ｚ（１）λ （ｎ）











１

（２）白化方程
ｄｘ（１）λ （ｔ）
ｄｔ ＋ａｘ（１）λ ＝ｕ的解为

ｘ（１）λ （ｔ）＝（ｘ
（０）
λ （１）－

ｕ
ａ）ｅ

－ａ（ｔ－１）＋ｕａ
（３）ＧＭ（１，１）模型ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ

（１）
λ （ｋ）＝ｕ的时间

响应序列为

ｘ^（１）λ （ｋ）＝（ｘ
（０）
λ （１）－

ｕ
ａ）ｅ

－ａ（ｋ－１）＋ｕａ，ｋ＝１，２，…

（４）还原值

ｘ^（０）λ （ｋ）＝（１－ｅ
ａ）（ｘ（０）λ （１）－

ｕ
ａ）ｅ

－ａ（ｋ－１），ｋ＝１，２，…

证明 （１）将数据代入ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ
（１）
λ （ｋ）＝ｕ，得

　　ｘ（０）λ （２）＋ａｚ
（１）
λ （２）＝ｕ

　　ｘ（０）λ （３）＋ａｚ
（１）
λ （３）＝ｕ

　　……………

　　ｘ（０）λ （ｎ）＋ａｚ
（１）
λ （ｎ）＝ｕ

上述等式的矩阵表示形式为Ｙ＝Ｂ^ａ，其中，

Ｙ＝

ｘ（０）λ （２）

ｘ（０）λ （３）

…

ｘ（０）λ （ｎ











）

，Ｂ＝

－ｚ（１）λ （２）１

－ｚ（１）λ （３）１

……

－ｚ（１）λ （ｎ）











１

对于 ａ，ｂ的一对估计值，以 －ａｚ（１）λ （ｋ）＋ｕ代替

ｘ（０）λ （ｋ），ｋ＝２，３，…，ｎ，可得误差序列ε＝Ｙ－Ｂ^ａ。

设

ｓ＝εＴε＝（Ｙ－Ｂ^ａ）Ｔ（Ｙ－Ｂ^ａ）＝

∑
ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ

（１）
λ （ｋ）( )－ｕ２

为使ｓ取最小值，令

ｓ
ａ
＝２∑

ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ

（１）
λ （ｋ）( )－ｕ·ｚ（１）λ （ｋ）＝０

ｓ
ｕ
＝－２∑

ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）λ （ｋ）＋ａｚ

（１）
λ （ｋ）( )－ｕ＝{ ０

解之得

ａ＝

１
ｎ－１ＥＦ－Ｇ

Ｈ－ １
ｎ－１Ｆ

２
，ｕ＝ ＥＨ－ＧＦ

（ｎ－１）Ｈ－Ｆ２

其中

Ｅ＝∑
ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）λ （ｋ），Ｆ＝∑

ｎ

ｋ＝２
ｚ（１）λ （ｋ）

Ｇ＝∑
ｎ

ｋ＝２
ｘ（０）λ （ｋ）ｚ

（１）
λ （ｋ），Ｈ＝∑

ｎ

ｋ＝２
（ｚ（１）λ （ｋ））

２

由Ｙ＝Ｂ^ａ，得ＢＴＢ^ａ＝ＢＴＹ，于是 ａ^＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ。又

ＢＴＢ＝

－ｚ（１）λ （２）１

－ｚ（１）λ （３）１

……

－ｚ（１）λ （ｎ）











１

Ｔ －ｚ（１）λ （２）１

－ｚ（１）λ （３）１

……

－ｚ（１）λ （ｎ）











１

＝
Ｈ　 －Ｆ
－Ｆ　ｎ－( )１

（ＢＴＢ）－１ ＝ １
（ｎ－１）Ｈ－Ｆ２

·
ｎ－１　Ｆ
　Ｆ　( )Ｈ
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ＢＴＹ＝

－ｚ（１）λ （２）１

－ｚ（１）λ （３）１

　……

－ｚ（１）λ （ｎ）











１

Ｔ ｘ（０）λ （２）

ｘ（０）λ （３）

　…

ｘ（０）λ （ｎ











）

＝
－Ｇ( )Ｅ

所以

ａ^＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ＝ １
（ｎ－１）Ｈ－Ｆ２

·
ｎ－１　Ｆ( )Ｆ Ｈ

－Ｇ( )Ｅ ＝

１
ｎ－１ＥＦ－Ｇ

Ｈ－ １
ｎ－１Ｆ

２

ＥＨ－ＧＦ
（ｎ－１）Ｈ－Ｆ













２

＝( )ａｕ

（２）微分方程
ｄｘ（１）λ （ｔ）
ｄｔ ＋ａｘ（１）λ ＝ｕ的通解为

ｘ（１）λ （ｔ）＝ｃｅ
－ａｔ＋ｕａ，其中 ｃ为待定参数。由初始条件

ｘ（１）λ （１）＝ｘ
（０）
λ （１）求出ｃ＝ｅ

ａ（ｘ（０）λ （１）－
ｕ
ａ），于是，连

续型响应函数为

ｘ（１）λ （ｔ）＝（ｘ
（０）
λ （１）－

ｕ
ａ）ｅ

－ａ（ｔ－１）＋ｕａ
（３）将连续型响应函数离散化，即得离散型响应函

数为

ｘ^（１）λ （ｋ）＝（ｘ
（０）
λ （１）－

ｕ
ａ）ｅ

－ａ（ｋ－１）＋ｕａ，ｋ＝１，２，…

　　（４）显然

由定理２可知，当区间灰数序列ｉ∈［ａｉ，ｂｉ］，ｉ＝
１，２，…，ｎ中ａｉ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ时，此时考虑心态指
标的区间灰数序列ＧＭ（１，１）模型就是传统的ＧＭ（１，１）
模型。同时，根据决策者心态指标 λ的取值，可以建立
一系列灰色ＧＭ（１，１）模型，这些灰色 ＧＭ（１，１）模型体
现了决策者的不同心态。

３ 计算实例

例［１５］ 某企业在分析竞争对手发展趋势时，缺少对

手销售额的准确资料，通过在对共同竞标等经营活动中

收集的信息进行分析后，对该企业销售额的最大值和最

小值进行了估计，认为近几年该企业的销售额见表１。
请对该企业以后的销售额进行预测。

表１ 某企业销售额序列

数值（万元）
年份

２００５ ２００６ ２００７ ２００８
最小值 ８０ ９５ １２０ １３０
最大值 １００ １２０ １５０ １６０

　　将区间灰数序列 Ｘ（０）（）＝（［８０，１００］，［９５，
１２０］，［１２０，１５０］，［１３０，１６０］）转化为带有心态指标 λ
的序列Ｘλ ＝（９０＋１０（２λ－１），１０７５＋１２５（２λ－１），
１３５＋１５（２λ－１），１４５＋１５（２λ－１）。

将心态指标λ分别取０，０３，０５，０８，１，然后对心
态指标序列Ｘ（０）λ 进行建模，并将计算出的模型参数、模
拟值和预测值、相对误差等数据列入表２。

表２ 模型计算结果

心态指标 ０ ０３ ０５ ０８ １

参数ａ，ｕ －０１４８６，７９２０３０ －０１４４３，８６１１９４ －０１４１７，９０７３１９ －０１３８２，９７６５２６ －０１３６１，１０２２６７５

年份
原始

序列

模拟

预测值

相对误

差（％）
原始

序列

模拟

预测值

相对误

差（％）
原始

序列

模拟

预测值

相对误

差（％）
原始

序列

模拟

预测值

相对误

差（％）
原始

序列

模拟

预测值

相对误

差（％）
２００５ ８０ ８０ ０ ８６ ８６ ０ ９０ ９０ ０ ９６ ９６ ０ １００ １００ ０
２００６ ９５ ９８２０７１ ３３８ １０２５１０５９９２７ ３４１ １０７５１１１１７５７ ３４２ １１５ １１８９５００ ３４３ １２０ １２４０３５７ ３３６
２００７ １２０ １１３９４０８ －５０５ １２９ １２２４４６０ －５０８ １３５ １２８１００１ －５１１ １４４ １３６５７９０ －５１５ １５０ １４２１０５４ ５２６
２００８ １３０ １３２１９５１ １６９ １３９ １４１４５３４ １７７ １４５ １４７６００９ １７９ １５４ １５６８２０７ １８３ １６０ １６２８０７６ １７５
平均相对

误差（％） ２５３ ２５７ ２５８ ２６０ ２５９

２００９ １５３３７３９ １６１４１１３ １７００７０４ １８００６２３ １８６５２５７
２０１０ １７７９４５８ １８８７７７７ １９５９６０３ ２０６７４８５ ２１３６９９１
２０１１ ２０６４５４３ ２１８０８１８ ２２５７９１５ ２３７３８９７ ２４４８３１２
２０１２ ２３９５３０１ ２５１９３４８ ２６０１６４０ ２７２５７２１ ２８０４９８７
２０１３ ２７７９０４９ ２９１０４２８ ２９９７６９０ ３１２９６８７ ３２１３６２９

　　从表２可知，当λ分别取０，０３，０５，０８，１时，模型
的平均相对误差分别为：２５３％，２５７％，２５８％，
２６０％，２５９％，显然，模型的模拟精度较好，可以进行
预测。此外，不难发现，当λ分别取０，１时，就是分别根
据企业销售额的最小值序列和最大值序列建立的灰色

预测模型，而当λ取０５时建模，就是文献［１５］中根据

区间灰数的发展趋势建立的灰色预测模型。同时，从表

２中也可发现，决策者的心态指标对模型的模拟和预测
值有着非常重要的影响，决策者处于不同的心态时，可

以调整其心态建立不同的预测模型，以便于决策者决策

时进行参考，因此，带有决策者心态指标的区间灰数预

测模型更加符合实际情况。
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４ 结束语

针对传统灰色预测模型仅适用于实数序列而无法

进行区间灰数序列建模的缺陷，提出了一种基于心态指

标的区间灰数预测模型，通过引入决策者心态指标，把

区间灰数序列转化为带有心态指标的序列，并且当心态

指标确定时，通过对体现决策者心态的实数序列进行建

模，从而得到了基于心态指标的区间灰数预测模型。该

模型的优点在于，当决策者处于不同心态时，可以通过

调整其心态指标建立反映出决策者心态的灰色预测模

型，因而使得模型预测更加符合实际。
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