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基于 Ｍａｔｌａｂ研究孤立波的非线性作用

王红梅，季光明

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：孤立波在许多自然科学领域存在重要价值，它是推动非线性科学发展的重要概念之一，也
是非线性发展方程的一种独特的现象。ＫｄＶ方程的提出也从理论上阐明了孤立波的存在。利用 Ｍａｔｌａｂ
软件绘制孤立波图，分析图中孤立波的性质，并对比了消除ＫｄＶ方程非线性项后绘制出来的线性方程的
波图形，总结出了ＫｄＶ方程的非线性项对于孤立波存在起着重要的作用。
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　　孤立波是一种在传播过程中形状、幅度和速度在一

定区域都维持不变的脉冲状行波。孤立子是由偏微分

方程描述的一种有特殊性质的有孤立波形状的解，其能

量不会耗散。当两个或多个能量不同的孤立波在前进

时，能量高的波会逐渐赶上并越过能量低的波而保持各

自的波形［１］。

从数学上看，它是某些非线性偏微分方程的一类稳

定的、能量有限的解。ＫｄＶ方程即为此类非线性偏微分

方程之一，它的提出从理论上阐明了孤立波的存在。

１ ＫｄＶ方程解－孤立子Ｍａｔｌａｂ图形模拟

ＫｄＶ方程是三阶非线性偏微分方程，形式如下：ｕｔ

－６ｕｕｘ＋ｕｘｘｘ＝０其中ｕｔ、ｕｘ、ｕｘｘｘ分别为ｕ（ｘ，ｔ）的偏导

数，在大量文献中，ＫｄＶ方程的精确解已经被研究。本

文利用反散射法［２］（又称非线性Ｆｏｕｒｉｅｒ变换方法）求解

ＫｄＶ方程初值问题。

１１ ＫｄＶ方程的初值函数

ｕ０（ｘ）＝－２ｓｅｃｈ
２ｘ时可用反散射方法求得单孤子

解

ｕ＝φ（ｘ－ａｔ）＝１２ｓｅｃｈ
２（
１
２槡ａ（ｘ－ａｔ－ξ０）） （１）

１２ ＫｄＶ方程的初值函数

ｕ０（ｘ）＝－６ｓｅｃｈ
２ｘ则可用反散射方法求得双孤立

子解

ｕ（ｘ，ｔ）＝－１２×

３＋４ｃｏｓｈ（８ｔ－２ｘ）＋ｃｏｓｈ（６４ｔ－４ｘ）
（ｃｏｓｈ（３６ｔ－３ｘ）＋３ｃｏｓｈ（２８ｔ－ｘ））２

（２）

对上述解（１）式和（２）式运用Ｍａｔｌａｂ软件［３］作图如

图１所示。

图１ 单孤立子图及等高线

由图１可以看出孤立波具有光滑的波形，在传播的

过程中孤立波的形状，振幅几乎保持不变，即传播时能

量消减十分缓慢。孤立波是一个局域化的单个脉冲波

包，它在一定局域累仅有一个波峰或波谷，普通波既有

波峰又有波谷，此孤立波图仅有一个波峰，波长为无限，



随着时间（ｔｉｍｅ）的推移，运动相对于时间及位置并不作

周期性变化的波动。

图２ 双孤立子图

由图２可知孤立波仅有一个波峰且完全在ｘｕｔ坐标

平面上方，能量的衰减也非常缓慢，即在相当长的时间

其振幅，形状及速度未改变，长时间维持固有的形态一

直下去，两列孤立波在碰撞后，能相互穿透且保持各自

的形状、幅度和速度不变。并与物质粒子的弹性碰撞一

样，遵循动量守恒和能量守恒。

２ 线性化ＫｄＶ求解及Ｍａｔｌａｂ图形模拟

考虑线性化方程：

ｕｔ＋ｕｘｘｘ ＝０ （３）

设ｕ存在形如ｕ＝φ（ξ），ξ＝ｘ－ｋｔ的行波解［４］，且ξ→±

∞时，φ（ξ）→０。将φ（ξ）代人ＫｄＶ方程可化得常微分

方程［５］：

－ｋφ′＋φ＝０ （４）

其中φ′＝ｄφｄξ
，积分得：

－ｋφ＋φ″＝ｃ１ （５）

ｃ１为积分常数。上式乘以φ′在积分之，得：

－１２ａφ
２＋１２φ′

２－ｃ１φ＝ｃ２ （６）

其中ｃ２亦为积分常数。利用条件ξ→±∞时，φ（ξ）→

０，推得ｃ１ ＝ｃ２ ＝０，上式变为：

φ′２ ＝ｋφ２ （７）

φ′（ξ） 槡＝± ｋφ （８）

即

ｄφ
ｄξ 槡＝± ｋφ （９）

解得：φ（ξ）＝ｃ×ｅ槡±ｋξ，ｃ为任意常数，即：

φ（ξ）＝ｃ×ｅ槡±ｋ（ｘ－ｋｔ） （１０）

由于方程是线性的，所以方程解的任意叠加依然为

线性化的ＫｄＶ方程解，即：

φ（ξ）＝ｗ１×ｅ槡
ｋξ＋ｗ２×ｅ槡

－ｋξ （１１）

为方程的解，ｗ１，ｗ２为任意常数。

考虑其中一个波形解φ（ξ）＝ｃ×ｅ槡ｋ（ｘ－ｋｔ）利用Ｍａｔ

ｌａｂ软件作图（图３）。

图３ 线性化得ＫｄＶ方程波图

对比图１和图２我们可以看出，该波形图随着时间

的推移，波向前传播，波的振幅变化明显减小，即波在传

播的过程中能量消减的很快，波峰也很快的消失了。由

于色散项ｕｘｘｘ的作用，波的各组成部分具有不同的频率，

它们以不同的速度传播，行进一定距离之后，波形逐渐

扩散而消失。

３ 结束语

通过对比由Ｍａｔｌａｂ软件绘制 ＫｄＶ方程线性项与非

线性项的不同图形，可以直观清晰的了解到，ＫｄＶ方程

的非线性项对于孤立波的存在起着重要的作用。

通常线性的波动方程具有行波解，时间和空间坐标

不是各自独立的变量，而是以它们的线性组合作为变

量，随着时间推移，波形向前传播，由于存在色散效应

（色散即波的传播速度依赖于波的频率和波长，它导致

波包散开），波的各组成部分具有不同的频率，它们以不

同的速度传播，行进一定距离之后，波形逐渐扩散而消

失。对于非线性波动方程，其中出现非线性项，非线性

效应会使高频率不断积累，波在前进过程中变得越来越

陡而最终达到破碎的地步，犹如岸边见到的白帽波破碎

一样。当非线性项和色散相同时存在，两种效应恰能相

互抵消，则出现孤立波解［６］。

孤立波解只存在于非线性色散方程中，在ＫｄＶ方程

中，非线性项即为ｕｕｘ，色散项即为ｕｘｘｘ，非线性与色散是

孤立波存在的必要条件，色散即波的传播速度依赖于波
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的频率和波长，它导致波包散开，而非线性却导致波包

卷缩，两者共同作用的结果便形成稳定的波包，即孤立

波。
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