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球域内 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程 Ｎｕｍａｎｎ问题解的积分表达式

郭时光

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：研究球域内Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｎｕｍａｎｎ问题，用缔合Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数作为过渡，通过数学推导，得出
了该问题解的积分表达式。这个公式可以应用于电磁震荡方面的分析和计算。
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　　球域内球坐标 ｒθφ的 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程 Ｎｅｕｍａｎｎ问题的
一般形式为［１４］

Δｕ＝ｆ（ｒ，θ，φ）
（０≤ｒ＜ｂ，０≤θ＜２π，０≤φ≤π）


ｒ
ｕ＝－ｇ（θ，φ）

（ｒ＝ｂ，０≤θ＜２π，０≤φ≤π










）

（１）

其中，ｆ与ｇ均为连续可积函数。在研究球域内的电势
等问题时，均需要计算其解。然而其解的明确表达式尚

未见于文献［４１１］。本文给出这个问题的解的一个积分表

达式。

１ 基本引理

三维Ｇｒｅｅｎ方程Ｎｅｕｍａｎｎ问题为［５］

ΔＧ（Ｍ，Ｍ０）＝－δ（ＭＭ０）（Ｍ∈Ｖ）
Ｇ（Ｍ，Ｍ０）
ｎ

＝－ １
Κ（Ｖ）

（Ｍ∈Ｖ }） （２）

其中，Ｖ是有界区域；Κ（Ｖ）＝
Ｖ
ｄｓＭ。

问题（２）的解 Ｇ＝Ｇ（Ｍ，Ｍ０）称为有界区域 Ｖ的
Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数。定解问题

ΔＥ（Ｍ，Ｍ０）＝０（Ｍ∈Ｖ）
Ｅ（Ｍ，Ｍ０）
ｎ

＝－
Ｇ０（Ｍ，Ｍ０）

ｎ
－ １
Κ（Ｖ）

（Ｍ∈Ｖ
}

）

（３）

的解Ｅ＝Ｅ（Ｍ，Ｍ０）称为调和Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数。
引理１［５］ 设Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｎｅｕｍａｎｎ问题为
Δｕ＝ｆ（Ｍ）（Ｍ∈Ｖ）
ｕ
ｎ
＝ｇ（Ｍ）（Ｍ∈Ｖ }） （４）

其中，Ｖ是三维区域，它具有逐片光滑的边界Ｖ；ｎ是边
界Ｖ的向外法线方向。如果自由项ｆ（Ｍ）与ｇ（Ｍ）均为
连续可积函数，则问题（４）存在下列形式解的积分表达
式

ｕ＝ｕ（Ｍ）＝
Ｖ
ｇ（Ｍ０）Ｇ（Ｍ０，Ｍ）ｄｓＭ０ －


Ｖ

ｆ（Ｍ０）Ｇ（Ｍ０，Ｍ）ｄσＭ０ ＋ｃ３ （５）

其中，Ｇ（Ｍ，Ｍ０）是区域 Ｖ的 Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数，ｃ３
是常数。

将缔合Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数记作Ｐｌｍ（ｘ），即
Ｐｌｍ（ｘ）＝（１－ｘ

２）
ｍ
２Ｐ（ｍ）ｌ （ｘ）（０≤ｍ≤ｌ，ｘ≤１） （６）

其中，Ｐｌ（ｘ）是Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数。
引理 ２［６］ 两个函数序列 ｛Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）ｃｏｓｍθ｝与

｛Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）ｓｉｎｍθ｝存在如下正交关系

∫
π

０∫
２π

０
Ｐｎｍ（ｃｏｓφ）Ｐｋｌ（ｃｏｓφ）ｓｉｎφ×

ｃｏｓｍθ
ｓｉｎｍ{ }φ

ｃｏｓｌθ
ｓｉｎｌ{ }θｄφｄθ＝

２π（ｎ＋ｍ）！δｍ
（２ｎ＋１）（ｎ－ｍ）！（ｍ＝ｌ，ｎ＝ｋ）

０　　　　　　　（ｍ≠ｌ或ｎ≠ｋ
{

）

（７）

其中，两个花括弧相乘是指各个花括弧中任意取一个相

乘，所以该积分式表示４个积分；而

δｍ ＝
２（ｍ＝０）
１（ｍ≠０{

）
（８）

引理３［５］ 成立加法公式

∑
ｌ

ｍ＝０

２（ｌ－ｍ）！
（ｌ＋ｍ）！δｍ

×Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ０）ｃｏｓｍ（θ－θ０）＝

Ｐｌ（ｃｏｓγ） （９）



其中

ｃｏｓγ＝ｃｏｓφ０ｃｏｓφ＋ｓｉｎφ０ｓｉｎφｃｏｓ（θ－θ０） （１０）

２ 球域内的调和Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数

求解球域内Ｌａｐｌａｃｅ方程Ｎｅｕｍａｎｎ问题

ｒｒ

２ｕ
( )ｒ＋

１
ｓｉｎ２φ

２ｕ
θ２
＋

１
ｓｉｎφ


φｓｉｎφ

ｕ
( )φ ＝０

ｕ
ｒｒ＝ｂ

＝ｇ（θ，φ











）

（１１）

（０≤ｒ≤ｂ，０≤θ＜２π，０≤φ≤π）
用分离变数法，得其泛定方程的有界解为

ｕ＝∑
∞

ｌ＝０
∑
ｌ

ｍ＝０
ｒｌ（Ａｌｍｃｏｓｍθ＋Ｂｌｍｓｉｎｍθ）×Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）

（１２）
用边界条件，得

ｇ（θ，φ）＝ｕｒｒ＝ｂ

＝

∑
∞

ｌ＝０
∑
ｌ

ｍ＝０
ｌｂｌ－１（Ａｌｍｃｏｓｍθ＋Ｂｌｍｓｉｎｍθ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）

利用Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开系数公式和正交关系式计算，
得系数为

Ａｌｍ ＝
１
ｌｂｌ－１

（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）！
２π（ｌ＋ｍ）！δｍ

×

∫
π

０∫
２π

０
ｇ（θ，φ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）ｃｏｓｍθｓｉｎφｄφｄθ

Ｂｌｍ ＝
１
ｌｂｌ－１

（２ｌ＋１）（ｌ－ｍ）！
２π（ｌ＋ｍ）！

×

∫
π

０∫
２π

０
ｇ（θ，φ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）ｓｉｎｍθｓｉｎφｄφｄθ

其中（ｌ≠０）。将其代入解的表达式（１２）式，交换积分与
求和的次序，用三角公式化简，得

ｕ＝Ａ００＋
ｂ
４π∫

π

０
ｓｉｎφ０ｄφ０∫

２π

０
ｇ（θ０，φ０）×

∑
∞

ｌ＝１
２＋１( )ｌ ｒ( )ｂ

ｌ

∑
ｌ

ｍ＝０

２（ｌ－ｍ）！
（ｌ＋ｍ）！δ[

ｍ
×

Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ０）ｃｏｓｍ（θ－θ０



） ｄθ０ （１３）

为进一步化简，引用加法公式，以及公式

１
１＋ｒ２－２ｒｃｏｓ槡 φ

＝∑
∞

ｌ＝０
ｒｌＰｌ（ｃｏｓφ）

得

∑
∞

ｌ＝１
２＋１( )ｌ ｒ( )ｂ

ｌ

∑
ｌ

ｍ＝０

２（ｌ－ｍ）！
（ｌ＋ｍ）！δｍ

×

Ｐｌｍ（ｃｏｓφ）Ｐｌｍ（ｃｏｓφ０）ｃｏｓｍ（θ－θ０）＝

∑
∞

ｌ＝１
２＋１( )ｌ ｒ( )ｂ

ｌ

Ｐｌ（ｃｏｓγ）＝

２∑
∞

ｌ＝１

ｒ( )ｂ
ｌ

Ｐｌ（ｃｏｓγ）＋∑
∞

ｌ＝１

１
ｌ
ｒ( )ｂ

ｌ

Ｐｌ（ｃｏｓγ）＝

２ ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１＋
∫
ｒ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ｄｒ （１４）

将式（１４）代入式（１３），得问题（１１）解的积分表达式

ｕ＝Ａ００＋
ｂ
４π∫

π

０
ｓｉｎφ０ｄφ０∫

２π

０
ｇ（θ０，φ０）×

２ ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１[ ＋

∫
ｒ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄθ０ （１５）

其中Ａ００是常数。
其次，求解半径为ｂ的球域内的Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函

数。为此先解调和Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数Ｅ的定解问题

ΔＥ＝０

（０≤ｒ＜ｂ，０≤θ＜２π，０≤φ≤π）

ｒ
Ｅ＝－

Ｇ０
ｒ
－ １
４πｂ２

（ｒ＝ｂ，０≤θ＜２π，０≤φ≤π













）

（１６）

其中，Ｇ０ ＝
１
４π

１
ｒ２＋ｒ２０－２ｒｒ０ｃｏｓ槡 γ

为三维无限区域的

基本Ｇｒｅｅｎ函数。用表达式（１５），其中代以
ｕ＝Ｅ，Ａ００ ＝０

ｇθ，( )φ ＝－
Ｇ０
ｒ ｒ＝ｂ

－ １
４πｂ２

＝

１
４π

ｂ－ｒ０ｃｏｓγ

ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ
３－
１
ｂ( )２

得调和Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数Ｅ的一个积分表达式

Ｅ＝Ｅ（ｒ，θ，φ；ｒ０，θ０，φ０）＝
ｂ
４２π２∫

π

０
ｓｉｎφ０ｄφ０×

∫
２π

０

ｂ－ｒ０ｃｏｓγ

ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ
３－
１
ｂ( )２ ×

２ ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１[ ＋

∫
ｒ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄθ０ （１７）

于是得球域ｒ≤ｂ的Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数为
Ｇ＝Ｇ（ｒ，θ，φ；ｒ０，θ０，φ０）＝
Ｇ０（ｒ，θ，φ；ｒ０，θ０，φ０）＋Ｅ（ｒ，θ，φ；ｒ０，θ０，φ０）＝
１
４π

１
ｒ２＋ｒ２０－２ｒｒ０ｃｏｓ槡 γ

＋　 ｂ
４２π２∫

π

０
ｓｉｎφ０ｄφ０×

∫
２π

０

ｂ－ｒ０ｃｏｓγ

ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ
３－
１
ｂ( )２ ×

２ ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１[ ＋

∫
ｒ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄθ０ （１８）
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其中

ｃｏｓγ＝ｃｏｓφ０ｃｏｓφ＋ｓｉｎφ０ｓｉｎφｃｏｓ（θ－θ０）＝ｃｏｓγ０

３ 问题（１）解的积分表达式

问题（１）所对应的 Ｎｅｕｍａｎｎ－Ｇｒｅｅｎ函数表达式为
式（１８）。有

Ｇｒ０，θ０，φ０；ｒ，θ，( )φ ｒ０＝ｂ
＝

１
４π

１
ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ

＋ ｂ
４２π２∫

π

０
ｓｉｎφ０ｄφ０×

∫
２π

０

ｂ－ｒｃｏｓγ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

３－
１
ｂ( )２

２ １
２－２ｃｏｓ槡 γ

－( )１[ ＋

∫
ｂ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄθ０ （１９）

用引理１公式（５），得问题（１）解的积分表达式
ｕ＝ｕ（ｒ，θ，φ）＝

－
ｒ０≤ｂ

ｆ（ｒ０，θ０，φ０）Ｇ（ｒ０，θ０，φ；ｒ，θ，φ０）×ｄσ（ｒ０，θ０，φ０）－


ｒ０＝ｂ
ｇ（θ０，φ０）Ｇ（ｒ０，θ０，φ０；ｒ，θ，φ）ｄｓ（ｒ０，θ０，φ０）＋ｃ３ ＝

－∫
ｂ

０

ｒ２０ｄｒ０∫
２π

０

ｄθ０∫
π

０

ｆ（ｒ０，θ０，φ０）×

１
４π

１
ｒ２＋ｒ２０－２ｒｒ０ｃｏｓ槡 γ

＋ ｂ
４２π２∫

π

０
ｓｉｎφｄ{ φ×

∫
２π

０

ｂ－ｒｃｏｓγ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

３－
１
ｂ( )２ ×

２ ｂ
ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ

－( )[ １ ＋

∫
ｒ０

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄ}θ×
ｓｉｎφ０ｄφ０－ｂ

２∫
２π

０

ｓｉｎφ０ｄφ０∫
π

０

ｇ（θ０，φ０）×

１
４π

１
ｂ２＋ｒ２０－２ｂｒ０ｃｏｓ槡 γ{ ＋

ｂ
４２π２∫

π

０
ｓｉｎφｄφ×

∫
２π

０

ｂ－ｒｃｏｓγ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

３－
１
ｂ( )２ ×

２ １
２－２ｃｏｓ槡 γ

－( )１[ ＋

∫
ｂ

０

１
ｒ

ｂ
ｂ２＋ｒ２－２ｂｒｃｏｓ槡 γ

－( )１ ]ｄｒｄ}θｄθ０ （２０）

其中，ｃｏｓγ和式（１０）相同。
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