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Ａｃｚｅｌ不等式的新结果

赵军芳，秦飞龙

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：在Ａｃｚｅｌ不等式和推广后的Ａｃｚｅｌ不等式的基础上再加入一组数串，通过初等方法得到了三
组数串的新结果，并且利用分段思想将ｐ＞２用０＜ｐ≤２来表示并得出新的结果，最后给出实例以证明
其使用价值。
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　　著名的Ａｃｚｅｌ不等式［１］最初只给出了ｐ＝２的形式，
后来Ｂｊｅｌｉｃａ将其推广到０＜ｐ≤２及ｐ＜０的形式［２］，

１９９９年李康海提出猜想ｐ＞２情况下，不等式
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成立［３４］，到目前为止仍未证明。２０００年孙燮华［５－６］对

此不等式进行了推广。关于 Ａｃｚｅｌ不等式已有许多推
广［７１０］。本文对Ａｃｚｅｌ不等式以及 Ｂｊｅｌｉｃａ推广后的不等
式进行研究，给出了三组数串及ｐ＞２的形式，并用实例
揭示了推广后不等式的使用价值。
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其中等号成立当且仅当数串 （ａ）与数串 （ｂｃ）成比例，
数串（ｂ）与数串（ａｃ）成比例，数串（ｃ）与数串（ａｂ）成
比例，其中 （ａｂ） ＝ （ａ１ｂ１，ａ２ｂ２，…，ａｎｂｎ），（ａｃ） ＝
（ａ１ｃ１，ａ２ｃ２，…，ａｎｃｎ），（ｂｃ）＝（ｂ１ｃ１，ｂ２ｃ２，…，ｂｎｃｎ）。
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其等号成立当且仅当数串（ｃ）与数串（ａｂ）成比例。同
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三式相乘且两边同时开三次方可得
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其中等号成立当且仅当数串 （ａ）与数串 （ｂｃ）成比例，
数串（ｂ）与数串（ａｃ）成比例，数串（ｃ）与数串（ａｂ）成
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其中，ｐ＝２ｍ＋ｋ，０≤ｋ≤２，ｍ＝１，２…，其等号成立当
且仅当数串（ａ）与数串（ｂ）成比例。
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其中ｐ＝２ｍ＋ｋ，０≤ｋ＜２，ｍ＝１，２…，其等号成立当
且仅当数串（ａ）与数串 （ｂｃ）成比例，数串 （ｂ）与数串
（ａｃ）成比例，数串（ｃ）与数串（ａｂ）成比例，其中

（ａｂ）＝（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２，…，ａｎｂｎ）
（ａｃ）＝（ａ１ｃ１，ａ２ｃ２，…，ａｎｃｎ）
（ｂｃ）＝（ｂ１ｃ１，ｂ２ｃ２，…，ｂｎｃｎ）
证明 由于ｐ＝２ｍ＋ｋ，０≤ｋ＜２ｍ＝１，２…则利用

定理１，定理２和定理３可得：
（ａ１ｂ１ｃ１－ａ２ｂ２ｃ２－… －ａｎｂｎｃｎ）

ｐ ＝

（ａ１ｂ１ｃ１－ａ２ｂ２ｃ２－… －ａｎｂｎｃｎ）
２ｍ＋ｋ ＝

［（ａ１ｂ１ｃ１－ａ２ｂ２ｃ２－… －ａｎｂｎｃｎ）
２］ｍ

（ａ１ｂ１ｃ１－ａ２ｂ２ｃ２－… －ａｎｂｎｃｎ）
ｋ≥

［（ａ２１－ａ
２
２－… －ａ

２
ｎ）

１
３
（ｂ２１－ｂ

２
２－… －ｂ

２
ｎ）

１
３

（ｃ２１－ｃ
２
２－… －ｃ

２
ｎ）

１
３
（ａ２１ｂ

２
１－ａ

２
２ｂ
２
２－… －ａ

２
ｎｂ
２
ｎ）

１
３

（ａ２１ｃ
２
１－ａ

２
２ｃ
２
２－… －ａ

２
ｎｃ
２
ｎ）

１
３

（ｂ２１ｃ
２
１－ｂ

２
２ｃ
２
２－… －ｂ

２
ｎｃ
２
ｎ）

１
３
］ｍ

（ａｋ１－ａ
ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎ）

１
３
（ｂｋ１－ｂ

ｋ
２－… －ｂ

ｋ
ｎ）

１
３

（ｃｋ１－ｃ
ｋ
２－… －ｃ

ｋ
ｎ）

１
３
（ａｋ１ｂ

ｋ
１－ａ

ｋ
２ｂ
ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎｂ
ｋ
ｎ）

１
３

（ａｋ１ｃ
ｋ
１－ａ

ｋ
２ｃ
ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎｃ
ｋ
ｎ）

１
３

（ｂｋ１ｃ
ｋ
１－ｂ

ｋ
２ｃ
ｋ
２－… －ｂ

ｋ
ｎｃ
ｋ
ｎ）

１
３ ＝

（ａ２１－ａ
２
２－… －ａ

２
ｎ）

ｍ
３
（ｂ２１－ｂ

２
２－… －ｂ

２
ｎ）

ｍ
３

（ｃ２１－ｃ
２
２－… －ｃ

２
ｎ）

ｍ
３
（ａ２１ｂ

２
１－ａ

２
２ｂ
２
２－… －ａ

２
ｎｂ
２
ｎ）

ｍ
３

（ａ２１ｃ
２
１－ａ

２
２ｃ
２
２－… －ａ

２
ｎｃ
２
ｎ）

ｍ
３

（ｂ２１ｃ
２
１－ｂ

２
２ｃ
２
２－… －ｂ

２
ｎｃ
２
ｎ）

ｍ
３
（ａｋ１－ａ

ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎ）

１
３

（ｂｋ１－ｂ
ｋ
２－… －ｂ

ｋ
ｎ）

１
３
（ｃｋ１－ｃ

ｋ
２－… －ｃ

ｋ
ｎ）

１
３

（ａｋ１ｂ
ｋ
１－ａ

ｋ
２ｂ
ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎｂ
ｋ
ｎ）

１
３

（ａｋ１ｃ
ｋ
１－ａ

ｋ
２ｃ
ｋ
２－… －ａ

ｋ
ｎｃ
ｋ
ｎ）

１
３

（ｂｋ１ｃ
ｋ
１－ｂ

ｋ
２ｃ
ｋ
２－… －ｂ

ｋ
ｎｃ
ｋ
ｎ）

１
３

其等号成立当且仅当数串 （ａ）与数串 （ｂｃ）成比例，数
串（ｂ）与数串（ａｃ）成比例，数串（ｃ）与数串（ａｂ）成比

例，其中

（ａｂ）＝（ａ１ｂ１，ａ２ｂ２，…，ａｎｂｎ）
（ａｃ）＝（ａ１ｃ１，ａ２ｃ２，…，ａｎｃｎ）
（ｂｃ）＝（ｂ１ｃ１，ｂ２ｃ２，…，ｂｎｃｎ）

３ 不等式举例

例１ 设Ｍｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

Ｎｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

Ｒｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

其中Ｍ，Ｎ，Ｒ都是实数，ｐ（ｘ），ｆ（ｘ），ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）都是实
函数且０＜ｋ≤２，则下列不等式成立

（ＭＮＲ－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ≥

（Ｍｋ－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｆ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（Ｎｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｇ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（Ｒｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＭｋＮｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＭｋＲｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＮｋＲｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３

证明 设ａ＝（Ｍ，∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）

ｂ＝（Ｎ，∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）

ｃ＝（Ｒ，∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）

即ａ，ｂ，ｃ为实数串。由于

Ｍｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

Ｎｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

Ｒｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

故

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞

０（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞

０（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ ＞０

又０＜ｋ≤２故满足定理２的条件，所以由定理２可得

（ＭＮＲ－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ≥
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（Ｍｋ－（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３
（Ｎｋ－

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３
（Ｒｋ－

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３
（ＭｋＮｋ－

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３
（ＭｋＲｋ－

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３
（ＮｋＲｋ－

（∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｇ（ｘ）ｄｘ）ｋ（∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｈ（ｘ）ｄｘ）ｋ）

１
３ ≥

（Ｍｋ－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｆ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（Ｎｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｇ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（Ｒｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｋ ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＭｋＮｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＭｋＲｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｆ（ｘ）ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３
（ＮｋＲｋ－

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）２ｋ ｇ（ｘ）ｈ（ｘ）ｋｄｘ）

１
３

故原不等式成立。
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