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Pareto分布参数的 Bayes估计
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� � 摘 � 要:文章主要研究了 Pareto分布的参数估计。在平方损失函数下给出了 Pareto分布参数的

Bayes估计,并且证明了这一估计是可容许的。在 Q-对称熵损失函数下,讨论了 Pareto分布参数的

Bayes估计。
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� � Pareto分布是意大利经济学家 Pareto将其作为一种

收入分布介绍的, 一个多世纪以来, 它不仅在经济收入

模型中得到应用,而且在广泛的应用领域中也越来越受

到重视。常常用它来描述各种社会经济、物理以及生物

现象,例如城市人口、股票价格、保险风险、商业失效、江

河流量和某种药理过程后病人的存活时间,并且在军事

领域、天文领域也有应用。H arris ( 1968 ) 和 Arnold

( 1983)
[ 1]
对其应用进行了广泛深入的搜集和介绍。很

多作者讨论过 Pareto分布的估计和性质。 Sohman

( 1999)提及了 Pareto分布作为可靠性寿命模型的重要

性。因此对 Pareto分布的研究有着重要的理论与应用

价值。李凡群
[ 2]
讨论了在熵损失下 Pareto分布参数的

Bayes估计,给出了 Bayes置信限。许俊美、宋立新
[ 3]
讨

论了对称损失下 Pareto分布参数的 Bayes估计。毕祥

娟、李波
[ 4]
研究了在定数截尾样本下,形状参数未知时

双参数 Pareto分布尺度参数的检验问题,并利用似然比

检验的方法, 获得了检验统计量及检验否定域的上下

界。

本文对 Pareto分布主要作了 2方面的研究:

( 1 )在平方损失函数下,给出了 Pareto分布参数的

Bayes估计,并且证明了这一估计是可容许。

( 2 )在 Q -对称熵损失函数下, 讨论了 Pareto分布

参数的 Bayes估计。

1 平方损失函数下 Pareto分布参数的 Bayes

估计

1�1 Pareto分布

若 �> 0, a > 0为实数,则由密度函数

f (x; �) =
�a�x- (�+ 1) � � x > a

� � � � � � x � a

确定的随机变量 X 的分布称为 Pareto分布,记为

Pa( �, a), 其中 a > 0为尺度参数, �> 0为形状参数。

当 a = 1时, Pareto分布称为幂分布。

Pareto分布的分布函数为:

F (x ) =
1- a

�
x
- �� � x > a

0� � � � � x � a

数学期望为:

E (X ) = a�(�- 1)
- 1 � ( �> 1)

数学方差为:

Var(x ) = a
2 �(�- 1 )

- 2
( �- 2)

- 1 � (�> 2)

设 X的密度函数为:

f (x; �) =
�a�x- (�+ 1) � � x > a

0� � � � � x � a

(�> 0, a > 0, a为已知 )

X 1, X 2,  , X n为来自该总体 X的容量为 n的简单随机样

本,则 X 1, X 2,  , X n 的联合密度函数为:

f (x1, x2,  , xn | �) = �nan�
(!

n

i= 1

x i )
- (�+ 1)

( 1)



这里 x1, x2,  , xn 为 X 1, X 2,  , X n 的观测值, �未知,我

们从样本 X 1, X 2,  , X n出发,在平方损失意义下估计参

数 �。

1�2 参数 �的 Bayes估计

引理 1
[ 5]
在给定先验分布 �(�)和平方损失函数

L (�,  ) = ( - �) 2
下, �的 Bayes估计  � ( x )为后验分

布 �(� | x )的均值,即  � (x ) = E ( �| x )。

定理 1 在平方损失函数 L ( �,  ) = (  - �) 2
下,先

验分布为伽玛分布 G a( !, ∀)即 �( �) =
∀!�!- 1 e- ∀�

# ( !)
, !

> 0, ∀> 0, 则 Pareto分布参数 �的 Bayes估计为  B ( �)

=
n + !
T + ∀

, 其中 T = ∀
n

i= 1

( lnx i - lna )。

证明 先求参数 �的后验密度,然后求 �的 Bayes估

计。由 ( 1 )式可知 X 1, X 2,  , X n 的联合密度函数为

f (x1, x2,  , xn | �) = �nan�
(!

n

i= 1

x i )
- (�+ 1)

, 由于参数 �服

从伽 玛 分 布 Ga(!, ∀), 其 密 度 函 数 为 �( �) =

∀!�!- 1
e
-∀�

# (!)
, 则参数 �的后验密度为:

h(�| x1, x2,  , xn ) =
�(�)# f (x1, x2,  , xn | �)

∃
+ %

0
�(�)# f (x1, x2,  , xn | �)d�

=

# - 1
(!) ∀!�!- 1 e- ∀��nan�

(!
n

i= 1

x i )
- (�+ 1)

∃
+ %

0
# - 1

( !) ∀!�!- 1 e- ∀��nan�
(!

n

i= 1

x i )
- (�+ 1)

d�
=

(T + ∀)n+!

# ( n + !)
�n+!- 1 e- (T +∀)�

其中 T = ∀
n

i= 1

( lnx i - lna)。可见,后验分布服从 # ( n+ !,

T + ∀)分布。于是由引理 1得参数 �的 Bayes估计为:

 B (�) = ∃
+ %

0
�# h(� | x1, x2,  , xn )d�=

n + !
T + ∀

1�3 可容许性证明

引理 2
[ 5]
在给定的 Bayes决策问题中, 假如对给定

的先验分布 �(�), �的 Bayes估计  B ( Y) 是唯一的,则

它是容许估计。

定理 2 在平方损失函数 L ( �,  ) = (  - �) 2
下,对

任何先验分布, Pareto分布参数 �的 Bayes估计是可容许

估计。

证明 由于平方损失函数 L (�,  ) = (  - �) 2, 对于

 是严格凸函数,则 Pareto分布参数 �的 Bayes估计必是

唯一的,由引理 2可知,参数 �的 Bayes估计是可容许估

计。

2 Q -对称熵损失函数下 Pareto分布参数的

Bayes估计

� � 由式 ( 1 )在 Q -对称熵损失函数
[ 6]

L (�,  ) = �
 

q

+  
�

q

- 2, ( q > 0) ( 2)

意义下估计参数 �。

引理 3
[ 7]
设 (x, A, u) 和 ( y, B, v ) 是两个测度空

间, f是定义于 x & y上的非负可测函数,则

∃x ∃yf (x, y )dv (y ) du (x ) =

∃y ∃xf (x, y )du(x ) dv (y ) =

�x &yfdu & v

定理 3 在 Q -对称熵损失函数 ( 2)式下,对于任何

先验分布 �( �), Pareto分布参数 �的 Bayes估计为

 B (X ) =
E (�q | X )

E (�- q
| X )

1/2q

, 其中 X = (X 1, X 2,  , X n ),

且若存在  ∋, 其 Bayes风险 R ( ∋) < % , 则此 Bayes估计

是唯一的。

证明 设  (X )为 �的任一估计,在 Q-对称熵损失

函数 ( 2 )式下,  (X )对应的 Bayes风险为

R� ( (X ) ) = E (L (�,  ) ) = E (E (L ( �,  ) | X ) ) =

E E
�
 

q

+
 
�

q

- 2 X ( 3)

( 3 )式左端 E表示关于 �与样本 X 1, X 2,  , X n的联

合分布求期望。若要使 ( 3 )式达到最小, 只须极小化

E
�
 

q

+
 
�

q

- 2 X 即可。又由于

E
�
 

q

+
 
�

q

- 2 X =

1

 q
E (�q | X ) +  qE (

1

�q
| X ) - 2 ( 4)

由引理 3可知,使得后验风险达到最小的估计即为

Bayes估计。故对 ( 4 )式关于  求导数并令其为 0,解得  

=
E ( �q | X )

E ( �- q
| X )

1 /2q

, 所以  = E (�q | X )

E (�- q
| X )

1/2q

是唯一最

小 值点。从 而得 到 �的 Bayes 估 计为  B (X ) =

E ( �q | X )

E ( �- q
| X )

1 /2q

, 易见,当  B (X )的 Bayes风险有限,它

还是唯一的 Bayes估计, 因为由题设 R ( ∋) < % , 而

R ( B ) < R ( ∋), 故 R (  B ) < % 。

设 X i服从 Pareto分布 ( i = 1, 2,  , n )并且彼此独

立,这里 x1, x2,  , xn 为 X 1, X 2,  , X n的观测值, �是未

知的参数,下面考虑在给定先验分布后,参数 �的 Bayes

估计的精确形式。
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定理 4 在 Q -对称熵损失函数 L (�,  ) =
�
 

q

+

 
�

q

- 2, (q > 0 )下,先验分布为伽玛分布 Ga( !, ∀)

即 �( �) =
∀!�!- 1 e-∀�

# (!)
, !> 0, ∀> 0, 则 Pareto分布参数

�的 Bayes估计为  B (�) =
1

T + ∀
# ( n + !+ q )

# ( n + !- q )

1

2 q

, 其

中 T = ∀
n

i= 1

lnx i - lna 。

证明 �的后验密度为

h(�| x1, x2,  , xn ) =
�( �)# f (x1, x2,  , xn | �)

∃
+ %

0
�(�)# f (x1, x2,  , xn | �)d�

=

(T + ∀) n+ !

# ( n + !)
�n+!- 1

e
- (T+ ∀)�

其中 T = ∀
n

i= 1

( lnx i - lna)。可见,后验分布服从 # ( n+ !,

T + ∀)分布。于是有

E (�q | X ) = ∃
+ %

0
�q# h( �| x1, x2,  , xn )d�=

∃
+ %

0
�q

(T + ∀)n+!

# (n + !)
�n+!- 1 e- (T +∀)�

d�=

1

# (n + !) (T + ∀)q- 1∃
+ %

0
(T + ∀)�n+!+ q- 1 e

- (T +∀)�
d�=

1

# (n + !)(T + ∀)q∃
+ %

0
(T + ∀)�n+!+q- 1e

- (T+∀)�
d[ (T + ∀)�] =

# ( n + !+ q )

# ( n + !) (T + ∀) q

E (�- q
| X ) = ∃

+ %

0
�- q# h (� | x1, x2,  , xn )d�=

∃
+ %

0
�- q (T + ∀)n+!

# (n + !)
�n+!- 1 e- (T +∀)�

d�=

∃
+ %

0

(T + ∀)n+!

# ( n + !)
�n+!- q- 1

e
- (T+ ∀)�

d�=

(T + ∀)q

# (n+ !)∃
+ %

0
(T + ∀)�n+!- q- 1 e

- (T+∀)�
d [ (T + ∀)�] =

(T + ∀)q # (n + !- q )

# ( n + !)

由定理 3得参数 �的 Bayes估计为:

 B (X ) =
E (�q | X )

E (�-q |X )

1/2q

=
1

T + ∀
# (n + !+ q)

# (n + !- q)

1/2q

其中 T = ∀
n

i= 1

( lnx i - lna )。
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Bayesian Estimation ofPareto D istribution Parameter

LI Yan�y ing
(M athematics Department, Bao jiA rt and Science College, Bao ji 721013, China)

Abstrac:t This paper m ain ly discussed the estmi at ion of Pareto distribution parameters. ( 1) Under the square loss func�

t ion, the paper gave the Bayes ian estmi ation ofPareto distribution param eter, and had proven that this estmi at ion was adm issi�

ble. ( 2 )Under the Q�symm etrical entropy loss function, the paper discussed Bayes ian estmi ation ofPareto distribut ion param �

eter.

Key words: Pareto distribution; square loss; Bayes ian estmi ation; adm iss ibility; Q�symm etrical entropy loss function
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