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� � 摘 � 要:马氏状态转移对数正态模型参数的区间估计很难得到。文章提出的 Bootstrap法不仅能

在 Excel环境下克服似然函数关于参数求导以及求导后对随机变量求期望的困难,而且能弥补使用费

希尔信息量的倒数 I( � )- 1
低估估计量波动的缺陷,同时能方便地得到估计量的分布和协差阵,为研

究模型系数估计的稳定性提供了切实可靠的统计方法。
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1 马氏状态转移对数正态模型

马氏状态转移模型 (M arkov Regmi e Sw itch ing)是最

近很热门的研究领域, 比如 K mi et a l( 2008)
[ 1]
考虑了内

生马氏转移模型中内生变量的估计。 Tak Kuen S iu和

H ailiang Yang( 2009)
[ 2]
通过马氏状态转移模型刻画风险

资产收益均值和方差的变化进而对期权定价改进。严

太华和陈明玉 ( 2009)
[ 3]
利用马氏状态转移模型对我国

上证股指的波动进行了阶段性诊断。马氏转移对数正

态模型 ( Regmi e Sw itch ing Log Norm a,l RSLN )可以追溯

到 Bollen( 1998)
[4]
,他把对数正态分布引入到状态转移

中, 从而既保持了独立对数正态模型的简单易行性,也

弥补了独立对数正态模型的许多缺陷。H ardy( 2001)
[ 5]

继承了文献 [ 4 ]的思路, 把对数正态转移模型用于具有

独立帐户的保险精算研究和风险管理。

RSLN模型假设 F i = � (�i, �
2

i )在不同状态之间按

照马尔科夫链的方式转移。此模型背后的理论很形象,

即认为市场会从一种相对平稳的状态转移到一种相对

波动的状态,这一观点在 2006年到 2008年的股票市场

得到了验证。

假设收益率 Yt在时段 [ t; t + 1)处于状态 �t之中,

�t = 1, �, K 给定所处状态下, 收益率服从正态分布,

即:

Yt | �t ~ F ( ��t, �
2

�t )

其中 K是一个确定的数, ��t, �
2

�t是第 q个状态的均值和

方差。

记 p ij = Pr(�t+ 1 = j | �t = i) , i, j = 1, �, K表示是

从状态 i转移到状态 j的概率。

设模型的参数集 � = ( �1, �, �K, �
2

1, �, �
2

K , p11,

�, p1K, �, pKK )
T
则随机向量 Y1, �, Yn的联合密度函数

f (y1, �, yn ) = f ( y1 ) �

f (y2 | y1 )�f ( yn | y1, �, yn- 1 ) ( 1)

其中式 ( 1 )右边第 t项是

f (y t | y1, �, yt- 1 ) =

�
�t

�
�t-1

P ( �t- 1 | yt- 1, �, y1 )P ( �t | �t- 1 ) �

f (y t | �t, y t- 1, �, y1 ) ( 2)

其中 f ( y t | �t, y t- 1, �, y1 ) = f ( y t | �t )

使用贝叶斯法则推导

p ( �t- 1 | y t- 1, �, y1 ) =

�
K

�t- 2= 1

f ( �t- 1, �t- 2, y t- 1 | yt- 2, �, y1 )
f ( y t- 1 | yt- 2, �, y1 )

( 3)

起始分布

P 0, 0 = (P (�0 = 1 | y0 ), �, P ( �0 = K | y0 ) )
�

假设使用平稳分布,也可以使用其它后验分布作为起始

分布,如果使用平稳分布,即:

( � 1, �, � K )Q = ( � 1, �, � K )



2 参数区间估计的困难

使用极大似然估计法 (MLE)估计模型参数是一种

广泛使用的方法。在样本是独立的条件下, 极大似然

估计量有很多优秀的性质: 渐近无偏性, 渐近有效性,

渐近正态性和一致性。对模型的参数进行估计后, 我

们还总希望能得到估计量的置信区间。此时可以利用

对数似然函数求得费希尔 ( F isher)信息量 I ( � ) ,从而

得到克拉美―罗 ( Cram er - Rao)下界, 即估计量的方

差不会小于这个下界。对含有 s个元素的未知参数向

量 , I( � )是一个 s � s的矩阵,其中第 i行第 j列的元

素是:

I( � ) i, j = E -
�2

��i��j
l( � ) ( 4 )

求期望是针对随机向量 Y。在式 ( 1 )和式 ( 3)的形式下

对式 ( 4 )的计算是相当复杂的: 通过对数似然函数求关

于参数的偏导会因为没有解析式而变得困难;即便通过

计算机程序能够求得偏导,但是对随机向量求期望又是

一个相当困难的任务,而随机向量的分布又不是一个常

规的分布函数形式,且随机变量之间存在相关性。

另外, 尽管 I ( � )- 1经常被用来作为极大似然估计

量的渐近方差。但是使用 I ( � ) - 1作为渐近方差很可能

低估估计量的方差。

还有一点也不能忽视,尽管极大似然估计法有上述

的优秀性质,但是对于时间序列而言,除非时间序列是

严格平稳的,极大似然估计量是不会具有上述的多种优

秀渐近性质。由此可见,求极大似然估计量的区间估计

不仅存在理论上的缺陷, 而且实际操作起来也相当麻

烦。本文针对 RSLN模型参数的极大似然估计法作了修

正和改良,主要针对参数的区间估计使用参数 Bootstrap

法,从而避免了对数似然函数对多个参数的求导和对随

机向量 Y的求期望这两项艰巨的任务, 同时通过参数

Bootstrap法可以得到极大似然估计量的分布和各个参

数的估计量的相关性估计, 更重要的一点是,参数 Boot�

strap法可以在 M icrosoft Excel环境下通过使用 �规划求

解 �和 VBA编程轻松实现。

3 参数 Boo tstrap法的运用与结果对比

为了方便对比, 本文使用 H ardy( 2001)的结果, 见

表 1。H ardy ( 2001)曾使用加拿大多伦多 300月指数

( TSE300) 1956- 2000年的对数收益率拟合两个状态

转换的 RSLN模型。模型使用了极大似然估计法, 并

通过费希尔 ( F isher)信息量给出了参数估计量的标准

误。

表 1 Ha rdy( 2001)的极大似然估计和
根据渐近正态性得到的 90%的置信区间

估计值 置信区间

�1 = 0�0125 ( 0�0092, 0�0158)

�2 = - 0�0163 ( - 0�0328, 0�0001)

�1 = 0�0348 ( 0�0332, 0�0365)
�
2
= 0�0777 ( 0�0662, 0�0893)

p12 = 0�0361 ( 0�0148, 0�0575)
p21 = 0�2111 ( 0�1059, 0�3164)

� � 采用 Bootstrap法,共生成 2000条样本,使用极大似

然估计法对每个样本进行参数估计,从而得到 90%的置

信区间。生成样本的过程可以在 Excel环境下方便地按

照下面的过程完成:

( 1 )生成均匀分布随机数 u - U( 0, 1 ) ;

( 2 )如果 u < P (�1 = 1) ,则假设 �1 = 1,否则 �1

= 2;

( 3)生成随机数 z - N ( 0, 1) ;

( 4 ) Y1 = ��1
+ ��1 z则为第一时刻的收益率;

( 5 )生成随机数 u - U ( 0, 1) ,若 u < p�1, 1 , 则假设

�2 = 1,否则 �2 = 2;

( 6)重复第 ( 3)步到第 ( 5)步的过程,生成 Y t ;

( 7 )重复第 ( 1 )步到第 ( 6 )步的过程,生成 2000条

样本。

Bootstrap法的 90%置信区间与费希尔 ( F isher)信息

量法相比, 区间两端点值相差不大,但是 Bootstrap法的

置信区间略宽于费希尔 ( F isher)信息量法的置信区间长

度 (表 2), 这不仅因为 Bootstrap法的随机性, 更因为以

I( � )- 1
作为渐近方差会低估估计量的方差,这一点在直

方图里看得更清楚 (图 1), 特别是 p2, 1和 p1, 2 的右尾较

厚,说明关于这两个估计量的方差会较大。但是使用费

希尔 ( F isher)信息量法和根据渐近正态性得到的置信区

间却会掩盖估计量的波动性。另外,关于这六个估计量

的峰度系数分别是 3� 214, 9� 099, 3� 599, 5� 639, 11�

923, 11� 526,说明与正态分布比较 ,这六个估计量均有

不同程度的后尾特征, 而对这六个参数的估计值分别

进行 Jarque- Bera正态性检验也均拒绝了正态分布的

原假设。进一步说明参数的估计量波动会大于费希尔

信息量法的波动,由此可见费希尔 ( F isher)信息量法的

劣势。

表 2 Boo tstrap法下 90%置信区间

估计值 置信区间

�1 = 0�0125 ( 0�0095, 0�0158)
�2 = - 0�0163 ( - 0�0458, 0�0026)
�1 = 0�0348 ( 0�0317, 0�0373)
�2 = 0�0777 ( 0�0621, 0�0922)
p12 = 0�0361 ( 0�0140, 0�0811)
p21 = 0�2111 ( 0�1055, 0�4763)
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图 1 六个参数的直方图

估计量的协差阵

1 - 0�0751 - 0�0879 - 0�1982 0�1066 - 0�0132

1 - 0�3121 0�0833 0�2716 - 0�3620

1 0�2522 - 0�4620 0�0628

1 - 0�2104 0�0080

1 0�3156

1

� � 说明估计量之间存在不同大小的相关性。�1, �2之

间有负相关性,这符合模型期望用两个不同的正态分布

拟合数据的初衷; �1, �2 存在正相关性,说明当两个正

态分布的均值向相反方向变化时,两个分布的方差都会

增大; p2, 1和 p1, 2的正相关性说明两个状态之间的转换

频率加剧。这些数值结果均符合模型的假设。

4 结束语

本文提出简单易行的 Bootstrap法,这种方法能绕开

复杂的求偏导和求期望运算,不仅能在 Excel环境下轻

松实现,而且弥补了 I ( � ) - 1的缺陷,同时能方便地得到

估计量的分布特征,也为研究模型系数估计的稳定性提

供了切实可靠的统计方法。
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Confidence in Parameters� In terval ofMarkov Regime Sw itch ing LognormalModel Based on
BootstrapMethod

CHEN M ing�jing
( College ofMathemat ics and Information, Ch inaW estNorm alUnivers ity, Nanchong 637002, China)

Abstrac:t The estmi ation ofM arkov Regmi e Sw itch ing Lognorm alModel param eters�confidence interval is d ifficult to be

gained. Th is paper recommends Bootstrap m ethod that can be eas ily realized in Excel and remedy the drawbacks of I( � )- 1
,

m oreover, w e can get confidence interva,l estmi ators�distributions and variance�covariancem atrix, and provides an easy but re�

liablem ethod.

Key words: RSLN M ode;l Bootstrap method; confidence interva;l F isher inform at ion
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