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� � 摘 � 要:假设 G是一个有限群, H是 G的一个子群。H称为 G的 CAP�子群,如果H覆盖或远离 G

的每个主因子; H称为 G的 CAP�嵌入子群, 如果对于 H的每个素因子 p, 存在 G的某个 CAP�子群 K

使得 H的某个 Sy low p�子群也是 K的一个 Sy low p�子群。利用一些素数幂阶子群的 CAP�嵌入性研究
有限群的 p�幂零性,推广了前人的一些结果。
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� � 本文中所有的群都是有限群。覆盖 �远离性最初是

Gasch�tz[ 1]在 1962年研究有限可解群的子群的某个共

轭类时发现的。之后许多作者专注于寻找有限可解群

中具有这个性质的一类子群。例如 G illam
[ 2]
和 Tomk in�

son
[ 3]
利用构造性的方法给出了可解群的此类子群。

2003年,郭秀云和 Shum K P
[ 4]
利用极大子群、H all子群

和 2�极大子群的远离 �覆盖性质使得有限群成为可解、p�

可解和 p�幂零的若干新的刻画。将远离 �覆盖性推广成

为近年来群论中比较热门的课题。如 2006年樊恽、郭

秀云等人
[ 5]
引入的半覆盖 �远离性; 2009年郭鹏飞、郭秀

云
[ 6]
又给出了 CAP�嵌入子群。本文在文献 [ 6 ]的基础

上继续这方面的工作,主要通过假设 G的某个正规子群

的 Sylow�子群的所有 n�极大子群为 G的 CAP�嵌入子群

而得到 G为 p�幂零群的充分条件。证明过程改进了前

人的一些技巧,得到的定理推广了前人的一些结论。

1 预备知识

定义 1 设 A是群 G的子群, H /K为 G的主因子。

( 1 )若 HA= KA,称 A覆盖 H /K。

( 2 )若 H�A = K�A,称 A远离 H /K。

( 3)若 A或覆盖或远离 G的每个主因子,则称 A在

G中具有覆盖 �远离性质。简言之, A为 G的 CAP�子群。

定义 2
[ 6]
群 G的子群 H称为 G的 CAP�嵌入子群,

如果对于 H的每个素因子 p,存在 G的某个 CAP�子群 K

使得 H的某个 Sylow p�子群也是 K的一个 Sylow p�子群。

引理 1
[6]

H是 G的一个 CAP�嵌入子群, N � G,则

HN /N是 G /N的一个 CAP�嵌入子群。

引理 2 设群 G的阶的一个素因子 p满足 ( G , p

- 1) = 1。又设 H是 G的一个正规子群使得 G /H是 p�

幂零群。如果 H的一个 Sylow p�子群 P循环,则 G是 p�

幂零群。

证明 分两种情况讨论;

( 1 )H = G。由 N /C定理, NG ( P ) /CG ( P) � Aut( P )。

设 P = pn,由 P循环有 Aut( P ) = pn- 1 ( p- 1)。但因 P

� CG ( P)有 p� NG ( P ) /CG ( P) 。由 ( G , p- l) = 1必

有 NG ( P ) /CG ( P) = 1,即 NG ( P) = CG ( P)。应用 Burn�

side定理,即得 G的 p�幂零性。

( 2 )H < G。由 ( 1)知 H是 p�幂零的。设 Hp�是 H的

正规 p�补。由于 Hp� char H�� G,故 Hp��� G。若Hp�� 1,

考虑商群 G / Hp�。 ( G / Hp ) / (H / Hp� ) � G /H是 p�幂

零群。 P Hp� / H p�是 H / Hp�的循环 Sylow p�子群。G / Hp�

满足定理条件。归纳得 G / Hp�是 p�幂零群,从而 G是 p�

幂零群。下设 Hp�= 1,即 H是 p�群。设 K /H是 G /H的

正规 p�补。由 Schur- Zassenhaus定理, 存在 K的 H all

p��子群 Kp�,使得 K= H Kp�。由 ( 1)知, K是 p�幂零的,故



Kp�� K。由于 Kp� char K � G,故 Kp�� G。显然 Kp�也是

G的 p�补,所以 G是 p�幂零群。

引理 3 设 G是一个有限群, p是一个素数,满足对

于不小于 1的整数 n,有 ( G , ( p- 1) ( p2 - 1)� ( pn -

1) ) = 1。假设 N是 G的一个正规子群使得 G /N是 p�幂

零的并且 p
n+ 1
不整除 N ,则 G是 p�幂零的。

证明 由引理假设和文献 [ 7 ]中引理 2�11知 N是

p�幂零的。设 Np�是 N的正规 H all p��子群,则 N p�� G。

若 Np�� 1,由归纳得 G / Np�是 p�幂零群,从而 G是 p�幂

零群。下设 N p�= 1,即 N= P。由 G /N为 p�幂零群,可设

K /N是 G /N的正规 p�补。由 Schur- Zassenhaus定理,

存在 K的 H all p��子群 Kp�, 使得 K = N Kp�。再由文献

[ 7 ]中引理 2�11, K是 p�幂零的。又 K的正规 p�补 Kp�也

为 G的正规 p�补,故 G为 p�幂零的。

引理 4
[ 8]
设 P为群 G的 Sylow p�子群, N是 G的正

规子群。如果 P�N � � ( P ),则 N为 p�幂零群。

引理 5
[ 9]
设 G是有限群, N � G, H � G。若 N � �

(H ),则 N� � (G )。

引理 6
[ 10]
设 G是一个与 A4 无关的有限群, p为

G 的最小素因子。假设 H是 G的一个正规子群, G /H

是 p�幂零的。如果 H有一个 Sy low p�子群 P满足 P �

p
2
,则 G是 p�幂零的。

2 主要结果

定理 1 设 G是一个有限群, p是一个素数,满足对

于不小于 1的整数 n,有 ( G , ( p- 1) ( p
2
- 1)� ( p

n
-

1) ) = 1。假设 H是 G的一个正规子群, G /H是 p�幂零

的。如果 H有一个 Sylow p�子群 P使得 P是循环群或者

P的任意 n�极大子群是 G的 CAP�嵌入子群,则 G是 p�

幂零的。

证明 假设定理不成立, G为极小阶反例。

( 1 )由引理 2, P非循环。

( 2 )由引理 3, P � p
n+ 1

,这说明 P的任意 n�极大

子群 Pn� 1。

( 3) H中包含 G的唯一一个极小正规子群 N, G /N

是 p�冪零的且 N不包含在 � ( G )中。

设 N为 G的包含在 H 中的一个极小正规子群,考

虑商群 G /N。因为 P是H的 Sylow p�子群,所以有 PN /

N是 H /N的 Sylow p�子群。如果 PN /N � p
n
,则由引

理 3, G /N是 p�幂零的。所以我们可设 PN /N � p
n+ 1
。

设 M n /N是 PN /N的任一 n�极大子群,则M n = M n� PN=

( M n � P ) N。设 Pn = M n � P。因 为 p
n

=

PN /N�M n /N = PN�(M n� P) N = P�M n� P =

P�Pn ,所以 Pn是 P的 n�极大子群。由定理 1条件, Pn

是 G的 CAP�嵌入子群。由引理 1知 M n /N是 G /N的

CAP�嵌入子群。从而 G /N满足定理 1的假设。由 G

的极小选择知 G /N是 p�幂零群。若 G还有另一个包含

于 H的极小正规子群 R,类似可证明 G /R是 p�幂零的。

此时 G� G /( N � R)是 p�幂零的,矛盾。同时若 N � �

(G ) ,则 G /� ( G ) � ( G / N ) / ( � ( G ) /N )是 p�幂零的。

由 p�幂零群系的饱和性知 G是 p�幂零的, 矛盾。于是 N

是 G的 包含在 H中的唯一极小正规子群且 N不包含在

� (G )中。

( 4 ) Op� (H ) = 1。

如果 Op� ( G ) � 1,考虑商群 G / Op� ( G )。显然 G / Op�

(G )满足定理 1的假设。由 G的极小选择知 G / Op� (H )

是 p�幂零群,从而 G是 p�幂零的,矛盾。

( 5 )G是可解群。

如果 p> 2,由定理 1条件知 G是奇阶群,从而 G可

解 ( Feit- Thompson定理 )。当 p= 2时,如果 N 2 � pn,

由引理 3知 G是 p�幂零的, 矛盾。故可设 N 2� p
n+ 1
。

如果 P� N,则 P也是 N的 Sylow p�子群。取 P的一 n极

大子群 Pn。由定理 1条件, Pn 是 G的 CAP�嵌入子群。

于是存在 G的覆盖远离子群 A,使得 Pn是 A的 Sy low p�

子群。若 A覆盖 N /1,即 AN= A,则 N� A,从而 P� A, P

是 A的 Sy low p�子群,矛盾。若 A远离 N /1,即 A�N =

1,则 Pn � A� P � A � N = 1,矛盾。因此 P�� N。如果

P�N � � ( P ),则由引理 4, N是 2�幂零, N可解,从而 G

可解。如果 P�N� � ( P ), 则存在 P的极大子群 P1使

得 P= ( P�N) P1。取 P的一 n极大子群 Pn,使得 Pn包含

在 P1中。由定理 1条件, Pn是 G的 CAP�嵌入子群。于

是存在 G的覆盖远离子群 B使得 Pn是 B的 Sy low p�子
群。若 B覆盖 N /1,即 BN = B,则 N � B, 从而 Pn� N是

N的 Sylow p�子群。又 P�N是 N的 Sylow p�子群,必有

Pn �N= P�N。于是 P= ( P�N) P1 = ( Pn � N ) P1 � PnP1

= P1,矛盾。若 B远离 N /1,即 B�N = 1,则 BN 2 = B 2

N 2 = Pn N 2, N 2 � p
n
,与 N 2�p

n+ 1
矛盾。

( 6 )导出矛盾。

由 ( 4 )和 ( 5)知 N是交换 p�群且 N � P。由 G /N是

p�幂零群,可设 T /N是 G /N的正规 p�补。显然 N是 T

的 Sylow p�子群。如果 N �p
n+ 1

,令 Pn 是 P的任一 n�

极大子群。由定理 1条件, Pn 是 G的 CAP�嵌入子群。

于是存在 G的覆盖远离子群 B使得 Pn是 B的 Sylow p�

子群。若 B覆盖 N /1,即 BN= B,则 N � B, 从而 N � Pn。

由 Pn的任意性, N � � ( P)。由引理 5, N � � (G ),矛盾。

若 B远离 N /1,即 B� N = 1,从而 Pn � N = 1, N Pn =

N Pn > P ,矛盾。如果 N � p
n
,由引理 3知 G是

p�幂零的,矛盾。
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推论 1 (文献 [ 6],定理 3�5)设 G是一个有限群, p

是一个素数, 满足 ( G , p
2
- 1) = 1。假设 H是 G的一

个正规子群, G /H是 p�幂零的。如果 H有一个 Sylow p�

子群 P使得 P的任意 2�极大子群是 G的 CAP�嵌入子

群,则 G是 p�幂零的。

推论 2 (文献 [ 6],定理 3�1)设 G是一个有限群, p

是一个素数,满足 ( G , p- 1) = 1。假设H是 G的一个

正规子群, G /H是 p�幂零的。如果 H有一个 Sy low p�子

群 P使得 P的任意极大子群是 G的 CAP�嵌入子群,则 G

是 p�幂零的。

推论 3 (文献 [ 6 ],定理 3�3)设 G是一个与 A4无

关的有限群, p为 G 的最小素因子。假设H是 G的一

个正规子群, G /H是 p�幂零的。如果 H有一个 Sylow p�

子群 P使得 P的任意 2�极大子群是 G的 CAP�嵌入子

群,则 G是 p�幂零的。

证明 利用引理 6和定理 1的证明方法。

推论 4 (文献 [ 4],定理 3�11)设 G是一个与 A4无

关的有限群, p为 G 的最小素因子。假设H是 G的一

个正规子群, G /H是 p�幂零的。如果 H的所有 Sylow p�
子群的 2�极大子群是 G的 CAP�子群,则 G是 p�幂零的。

推论 5 (文献 [ 4 ],定理 3�14)设 G是一个与有限

群, p为 G 的最小素因子。假设H是 G的一个正规子

群, G /H是 p�幂零的。如果 H的所有 Sylow p�子群的极

大子群是 G的 CAP�子群,则 G是 p�幂零的。
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Abstrac:t Suppose G is a finite group andH is a subgroup ofG. H is said to be a CAP�subgroup ofG ifH covers or a�
voids every chief factor of G; H is said to be a CAP�em bedded subgroup of G i,f for each prmi e p dividing the order ofH,

there ex ists a CAP�subgroup K ofG so that a Sylow p�subgroup o fH is also a Sylow p�subgroup ofK. W e investigate the influ�

ence of CAP�em bedded subgroups of prmi e pow er order on the p�nilpotency o f fin ite groups. Som e recent results are general�

ized.

Key words: CAP�embedded subgroup; p�nilpotent; Sylow p�subgroup
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