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高阶非自治中立型差分方程的正解存在性

郑允利

(徐州生物工程职业技术学院基础部, 江苏 徐州 221006)

� � 摘 � 要:利用不动点原理研究了一类高阶非自治中立型差分方程的正解存在性问题,得到了该方程

最终有界正解存在的一个充分条件,这个充分条件较已有文献中的结论更简洁。
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引 言

由于差分方程正解的存在条件与系统是否可解和

振动性等许多问题密切相关,因此对差分方程正解的存

在性问题的研究也引起了大批学者的关注。一些学者

对低阶中立型差分方程存在最终正解的条件作了研

究
[1�4, 7]
。但在高阶中立型差分方程最终正解存在条件

方面,由于难度大,研究工作甚少。杨逢建
[ 5]
、贺铁山

[ 6]

分别研究了具有可变时滞的偶数阶、奇数阶中立型差分

方程 �m (x ( n ) - px ( n - k ) ) + q( n ) f (x ( n - k ( n ) ) ) =

0, n � n0正解的存在性问题。其中 m � 2, p为常数,

q( n ) � R, 且 { q( n ) }不最终恒为零, l为正整数, k( n )

为非负整数,且 {k ( n ) } 有界;当 x � 0时, xf (x ) > 0,

且存在常数 L, 使

f ( x ) - f ( y ) � L x - y , �x, y � R

都得到了如下结论:

假定 p � � 1, 函数 f (x )满足上式,若有

�
�

t= 0
�
�

s= t

( s - t+ m - 2)
(m- 2)

(m - 2)!
q( s) < �

则该方程存在有界的最终正解。

在此基础上,论文将讨论如下具有可变时滞的高阶

非自治中立型差分方程正解的存在性问题

�m (x (n ) - px(n - �)) + f (n, x(n- �(n ) )) = 0, n� n0

( 1)

其中 m 是正奇数, �是正整数, { � ( n ) }为非负整数序

列且有界; f ( n, x ): N �R � R, 对任意的 n� n0, f ( n, x )

对变量 x连续, f ( n, 0) = 0, 且当 x � 0时, xf ( n, x ) >

0.记 � = m ax{ � ( n ) }, r = m ax{ �, � }。

1 主要结果

定理 设 p � 1, 且存在非负实数序列 {q ( n ) }, 使得

f (n, x) - f (n, y) � q(n ) x - y , �x, y � R
+
, n� n0

若有

�
�

n= n0

n
m- 1

q( n ) < � ( 2 )

则方程 ( 1)存在有界的最终正解。

证明 设 E表示由所有实数序列 x = {x ( n ) }
�
n = N- r

构成的 Banach空间, 范数定义为 x = sup
n�N - r

x ( n ) 。

下面对 p的不同情形进行讨论

首先引入记号

v
( l)

= �
l- 1

i= 0

( v - i), v � l� 1 ( 3 )

且规定 v
( 0)

= 1。

情形 1 0 � p < 1

由式 ( 2 )可知,存在充分大的正整数 N, 使得

1

(m - 1 )! �
�

n =N

n
m - 1

q (n ) �
1 - p

2
( 4 )

记 � 1 = {x � E: 1 � x ( n ) � 2, n �N - r}, 则 � 1是 E

的有界闭凸子集。定义算子 T : � 1 � E如下

Tx(n) = 1- p + px(n- �) + �
�

s=n

(s- n+ 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q(s), n�N

Tx(N ),N - r � n <N

( 5 )

首先证明 T为 E上的压缩映射。对任意的 x1, x2 �
� 1, 当 n �N时,有

Tx1 - Tx2 � p x1 ( n - �)x2 ( n - �)

+
1

(m - 1)! �
�

s= n

( s- n + 1)
(m - 1)

q ( s) x1 - x2



� ( p +
1 - p

2
) x1 - x2 =

1 + p

2
x1 - x2

由此得

Tx1 - Tx2 = sup
n�N- r

Tx1 (n ) - T x2 ( n )

= sup
n�N

T x1 ( n ) - Tx2 (n ) �
1+ p

2
x1 - x2 ( 6)

当 N - r � n < N时,对任意的 x1, x2 � � 1, 有式 ( 6)成

立。从而,对任意的 x1, x2 � � 1, 有

Tx1 - Tx2 �
1 + p

2
x1 - x2

因为 0 <
1 + p

2
< 1, 所以 T为 A上的压缩映射,也是连

续算子。

其次证明 T为 E上的自映射。对任意的 x � � 1, 当

n �N时,由式 ( 4)和式 ( 5 ),得

Tx ( n) � 1- p + 2p +
1- p

2
=
1+ 3p

2
< 2

Tx ( n) � 1- p + p = 1

即

1 � T x( n) < 2

显然,当N - r � n < N时,亦有 1 � Tx ( n) < 2。因而,

Tx � � 1。即 T为 A上的自映射。

由 Banach空间上的压缩映射原理可知,存在一个 x

� � 1, 使得 T x = x。由式 ( 5 )知,此不动点 x满足

x(n) =
1- p + px(n- �) + �

�

s=n

(s- n+ 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q(s), n�N

x (N ), N - r � n < N

( 7)

当 n �N时,有

x(n ) - px (n- �) = 1- p + �
�

s= n

( s- n + 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q( s) ( 8)

由式 ( 3 )可导出

( s- n)
(m- 1)

- ( s- n + 1)
(m- 1)

= (1-m ) ( s- n)
(m- 2)

所以有

�(x (n) - px (n - �) ) = 1- p + �
�

s= n

( s - n)
(m- 2)

(m - 2)!
q( s)

由式 ( 3 )进一步可导出

(s - n - 1)
(m- 2)

- (s- n)
(m-2)

= (2-m) (s- n- 1)
(m-3)

所以有

�2 (x (n ) - px ( n - �) ) = �
�

s= n

( s - n - 1)
(m - 3)

(m - 3)!
q( s)

对式 ( 8 )作 m 次差分且由递推关系得

�m ( x( n ) - px ( n - �) ) = ( - 1)
m
q ( s) ( 9)

显然,当N - r � n < N时,亦有式 ( 9 )成立。

由于 m是奇数,故序列 x = {x ( n ) }
�
n= N - r 满足方程

( 1 )。又 1 � x ( n ) � 2, 故此不动点 x是方程 ( 1)的一个

有界正解。

情形 2 p > 1

由式 ( 2)可知,存在充分大的正整数 N, 使得

1

(m - 1 )! �
�

n =N

nm - 1q (n ) � p - 1

2

记 � 2 = x � E:
p - 1

2
� x ( n ) � p, n �N - r , 则 � 2

是 E的有界闭凸子集。定义算子 T : � 2 � E如下

Tx (n) =
1- p +

1

p
x (n- �) + �

�

s= n

(s- n + 1)
(m-1)

(m - 1)!
q(s), n �N

Tx (N ), N - r � n < N

情形 3 - 1 < p � 0

由式 ( 2 )可知,存在充分大的正整数 N, 使得

1

(m - 1 )! �
�

n =N

n
m - 1

q ( s) �
p + 1

4

记 � 3 = { x � E: 3( p + 1) � x ( n ) � 4, n �N - r}, 则

� 3是 E 的有界闭凸子集。定义算子 T : � 3 � E如下

Tx(n) =
3- p + px(n- �) + �

�

s=n

( s- n + 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q( s), n �N

Tx (N ), N - r � n < N

情形 4 p < - 1

由式 ( 2 )可知,存在充分大的正整数 N, 使得

1

(m - 1 )! �
�

n =N

nm - 1q ( s) � p (p + 1)

4

记 � 4 = { x � E: - 3( p + 1 ) � x( n ) � - 4p, n�N - r},

则 � 4是 E的有界闭凸子集。定义算子 T : � 4 � E如下

Tx(n) =
3- p +

1

p
x(n - �) +

1

p �
�

s= n

(s- n+ 1)
(m-1)

(m - 1)!
q(s), n�N

Tx (N ), N - r � n < N

利用与情形 1类似的证明方法,可以证明情形 2、3、

4也成立。

情形 5 p = - 1

由式 ( 2 )可知,存在充分大的正整数 N, 使得

1

(m - 1 )! �
�

n =N

n
m - 1

q ( s) �
1

2
( 10 )

记 � 5 = x � E: 1 � x ( n ) �
3

2
, n �N - r , 则 � 5是

E的有界闭凸子集。定义算子 T : � 5 � E如下

Tx (n) =
1+ �

�

i= 1
�

n+2i�-1

t= n+ (2i- 1)�
�
�

s= t

(s- t+ 1)
(m-1)

(m - 1)!
q(s), n�N

Tx (N ), N - r � n < N

( 11 )

首先证明 T为 E上的压缩映射。对任意的 x1, x2 �
� 5, 当 n �N时,有

Tx1 (n ) - T x2 ( n )

� �
�

t=N+ �
�
�

s= t

( s- t+ 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q(s) x1 - x2 �

1

2
x1 - x2

由此得

Tx1 - Tx2 = sup
n�N- r

Tx1 ( n ) - Tx2 ( n )

= sup
n�N

Tx1 ( n ) - T x2 ( n ) �
1

2
x1 - x2 ( 12 )

当N - r � n < N时,对任意的 x1, x2 � � 5, 有式 ( 12)成

立.从而,对任意的 x1, x2 � � 5, 有
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Tx1 - Tx2 �
1

2
x1 - x2

所以 T为 A上的压缩映射,也是连续算子。

其次证明 T为 E上的自映射。对任意的 x � � 5, 当

n �N时,由式 ( 10 )和式 ( 11) ,得

Tx ( n) � 1+
1

2
=

3

2
, Tx ( n ) � 1

即

1 � T x( n) �
3

2

显然,当 N - r � n < N 时,亦有 1 � Tx ( n) � 3

2
。因

而, Tx � � 5。即 T为 A上的自映射。

由 Banach空间上的压缩映射原理可知,存在一个 x

� � 5, 使得 T x = x。由式 ( 11)知,此不动点 x满足

x(n) =
1+ �

�

i= 1
�

n+ 2i�- 1

t= n+ (2i- 1)�
�
�

s= t

( s- t+ 1)
(m- 1)

(m - 1)!
q( s), n �N

x (N ), N - r � n < N

当 n �N时,利用上式可得

x (n ) + x (n - �) = 2+ �
�

t= n
�
�

s= t

( s - t+ 1)
(m - 1)

(m - 1)!
q( s)

类似于情形 1,有

�m ( x( n ) + x ( n - �) ) = (- 1)
m
q( s) ( 13)

显然,当N - r � n < N时,亦有式 ( 13)成立。

由于 m 是奇数,故序列 x = { x (n ) }
�
n= N- r满足方程

( 1)。由 � 5的定义可知此解有界。情形 5证毕。从而

定理证毕。
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Existence of F ina lPositive Solu tions of the H igh O rderNonautonomous

Neutra lD ifference Equations

ZHENG Yun�li
( FoundationalD epartmen ,t Xuzhou B ioeng ineering Polytechn ic College, X uzhou 221006, Ch ina)

Abstrac :t By using the fixed poin t theorem, the paper stud ies the ex istence of final posit ive so lu tions of the h igh order

nonau tonom ous neu tral d ifference equations, a compacter sufficien t cond ition than that in the previous papers is ob tained.

Key words: h igher order neu tral d ifference equation; existence; bounded positive solution; Banach space
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Pricing of Bond w ith A ttachedW arrantUnder Fractiona l

LI Jun, XUEH ong, MA Hu i�x in
( School of Science, X i�an Po lytechn ic University, X i�an 710048, Ch ina)

Abstrac :t Stocks price process is driven by fractional p rocess, and risk�less rate is defin ited con tinuous function of

tmi e, the fluctuating rate is a constan .t The pricing model of bond w ith attached warran t under fractional is bu ilt by fractional

Brownian motion stochastic analys is theory and m ethod, and the pricing formula of bond w ith attached w arrant is ob tained.

Key words: fractionalBrownian motion; bond w ith attached warran ;t stochastic analys is
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