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Engel序列的误差和函数性质研究
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� � 摘 � 要:文章定义了 Engel序列的误差和函数,得到了一类处处左连续,但在某类可数点不右连续的

函数,并得到了该函数的积分值和 H ausdorff维数,完善了误差和函数的理论体系。
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引 言

对任意的 x � ( 0, 1 ], 令 d 1 ( x ) � N, 定义 T (x ) �

( 0, 1] 为

1

d1 (x )
< x � 1

d 1 (x ) - 1

T (x ): = ( x -
1

d 1 ( x )
)d1 ( x) ( 1)

从而 d1 (x ) = [
1

x
] + 1, 其中 [ ]表示取整数部分。定义

dn (x ): = d1 (T
n- 1

(x ) ) ( 2)

这里 T
n
表示 T的第 n次迭代 (T

0
= Id( 0, 1] ), 因此,对任

意的 x � ( 0, 1 ], 均可展成无穷级数形式

x = �
�

n= 1

1

d 1 ( x )d2 ( x) �dn (x )
, ( 3)

我们称它为 x的 Engel展式, 记为 x = [ d1 ( x ), d2 (x ),

�dn ( x ), � ] L。

Engel展开最早由 Enge,l F.提出,他给出了 Engel

展开的一些基本性 [ 1] ; 1976年, G alambos G进一步完善

了该算法的度量性质
[ 2]
, 在此基础上, Y. Y. L iu和 J.

W u
[ 3]
, L. M. Shen讨论了 Engel展开的若干例外集的维

数
[4]
。

记 rn ( x ) = �
n

i= 1

1

d1 ( x )d2 ( x) �di (x )

显然有

x = rn ( x ) +
T
n
( x )

d 1 ( x )d2 ( x )�dn (x )
( 4)

对于任意的 x � ( 0, 1 ], 定义

S (x ) = �
�

n= 1

( x - rn (x ) ), ( 5 )

我们称它为 x的 Engel展式的误差和函数,对任意的 j�

1, dj+ 1 ( x ) � dj (x ) � 2
[ 1]
,从而 ( 5 )是收敛的级数,故

S( x )有意义, 关于误差和函数的研究, 最早由 J. N.

R id ley和 G. Petruska对连分数误差和函数的研究展

开 [ 5] ,但是,并没有得到误差和函数图像的 H ausdorff维

数, 2006年, L. M. Shen和 J. W u研究了 Luroth展开误

差和函数的性质
[ 6]
,并且得到了该函数的维数,在 Luroth

展开中,数字 { dj }
�
j = 1可以取N \{ 1}中的任意一个数,而

对于 Engel展开,数字是单调递增的,即 dj+ 1� d j � 2, 这

与 Lutoth展开有很的区别,因此,本文将研究 Engel展开

误差和 S( x )的一些基本性质及函数图像的 Hausdorff维

数,进一步完善误差和函数体系。

1 S (x )的一些基本性质

首先,我们定义一个符号空间,对任意 n � 1, 令

D n = { ( �1, �, �n ) � N
n:
: �k � 2, 1 � k � n }

D = �
�

n= 0
Dn, (D 0: = �)

对任意的 � = ( �1, �2, ��n ) � Dn, 记

A� =
1

�1
+

1

�1�2
+ � +

1

�1 �2��n
( 6 )

B � = A� +
1

�1�2��n ( �n - 1)
( 7 )

Engel展开的 n-阶基本区间 J�表示为



J�: = {x � (0, 1]: d1 (x ) = �1, �, dn (x ) = �n } ( 8)

可知 J� = (A� , B � ], 最后我们定义

I = {A� , B �, � � D n, n � 1} ( 9)

引理 1�1 x � I的充要条件为 x是以 2为最终的。

证明 充分性:假设 x是以 2为最终的,则存在某个

m, 使得对于一切 n > m时,有 dn ( x ) = 2, 此时, x可以

表示为

x = �
m

i= 1

1

d 1 ( x )d2 ( x) �di (x )
+

1

C

其中 C = d1 (x ) d2 (x )�dn- 1 ( x), 后面的 C与此相同。

必要性证明为上述逆过程。

引理 1�2 对任意的 x � ( 0, 1 ], 0 < S( x) � x ;对

任意的 n� 1, S ( x ) = �
n

i= 1

(x - ri (x ) ) +
S (T

n
x )

d1 ( x )�dn (x )
。

证明 1 ) 由 ( 4)可得

S( x) �
1

d 1 (x )
+

1

d1 (x )d 2 (x )
+ � = x

2) 由 ( 4)可得

x - rn (x ) =
T
n
( x )

d 1 ( x )d2 ( x )�dn (x )

S ( x) = �
n

i= 1

(x - ri ( x ) ) +
S (T

n
( x) )

d1 (x ) �d n (x )

推论 1�3 S (x )是有界的。

定理 1�4 对任意的 x � ( 0, 1), S (x )在 x左连续,

但不右连续。

证明 对任意的 n � 1和 � � Dn, 记 x1 = A �, 又

T
n
(x1 ) = 1, 则 x1的 Engel序列展式可以表示为 x1 =

[ �1, �2, �, �n- 1, 2�n, 2, 2, � ] L。

S( x1 ) = �
n- 1

i= 1

( x1 - ri (x1 ) ) +
1

C�n

对任意的 x�� J� , 记

x�= x1 +
1

C�n ( �n - 1) �
, �� 1

令
1

�
= [ [ �] + 1, d 2 ( �), � ] L 为

1

�
的 Engel展

式,则

x�= [ �1, �, �n, [ �] + 1, d2 (�), � ] L

而 ri ( x1 ) = ri (x �1 ), 1 � i � n - 1

由

S( x�1 ) = �
n- 1

i= 1

(x �1 - ri (x �1 ) ) + (x �1 - x1 )

+
T
n+ 1

( x�1 ) + S (T
n+ 1

( x�1 ) )
C�n ( [ �] + 1)

令 �� � , 我们有

l im
x�1� x

+
1

S (x �1 ) = S (x1 ) -
1

C�n

这表明 S (x )在 x1不右连续。

下面证 S( x )在 x1左连续。

对任意的 �> 1, 记

x �1 =
1

�1
+

1

�1�2
+

1

�1 �2��n- 1 ( �n + 1)

+
1

�1�2��n- 1�n ( �n + 1 ) ( [ �] + 1)
+ �

S (x �1 ) = �
n- 1

i= 1

( x�1 - ri (x�) ) + (x �1 - rn ( x�) )

+

1

�
+ S(

1

�
)

�1 �2��n ( �n + 1)

因而

S (x1 ) - S (x �1 ) =
n

C ( �n + 1 )
-

n

C ( �n + 1 )�

+
n

C �n
-

1

�
+ S(

1

�
)

C�n ( �n + 1)

由引理知,当 �� 1
+
时, S(x �1 ) � S (x1 )。

对 x2 = B �, 我们有 x2 = [ �1, �2, �, �n- 1, �n, 2, 2,

� ] L, 采用类似的办法可以证明 S( x )在 x2左连续,但

不右连续。

引理 1�5 对任意的 n � 1和 � � Dn, 记 x1 = A �,

x2 = B �, 则对任意的 x � J�, S
*
(x1 ) < S (x ) � S (x2 ),

其中 S
*
(x1 ) = S( x1 ) -

1

C �n
。

证明 对任意的 x � J�, 记

x �= x1 +
1

C�n ( �n - 1 )�
, �� 1。

而

S (x1 ) = �
n- 1

i= 1

(x1 - ri ( x1 ) ) +
1

C �n

S (x2 ) = �
n- 1

i= 1

(x2 - ri ( x2 ) ) +
1

C ( �n - 1)

S (x ) = �
n- 1

i= 1

( x - ri (x ) ) + (x - x1 )

+
T
n+ 1

( x) + S(T
n+ 1

( x ) )

C�n ( [ �] + 1)

故由引理 1. 2及 �� 1可得

S (x ) - S
*
(x1 ) > 0 , S( x2 ) - S( x ) � 0.

引理 1�6 sup
x, y � J�

| S ( x ) - S (y ) | = ( n+ 1 )�( J� ), 其

中 �(J� )为 J�的 Lebesgue测度。

证明 由引理 1. 5有对任意的

� � Dn, sup
x, y� J�

| S ( x ) - S (y ) |

= S(x2 ) - S
*
(x1 ) =

(n + 1)

C( �n - 1) �n
= (n + 1)�(J� )

定理 1�7 �
1

0
S (x )dx =

�2 - 9

12 - �2
。
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证明

�
1

0
S (x )dx =

1

2
- [ 1- (

�2

6
- 1 ) ]

+ (
�2

6
- 1)�

1

0
S( x )dx

从而

�
1

0
S (x )dx =

�2 - 9

12 - �2

2 S ( x )的图像的维数

定义 2�1[ 7] 设 (X, d )为度量空间,若 U为 X 的子

集, | U | = sup{ | x - y | : x, y � U }表示的直径, 设 E

� � iU i, 0 < | U i | � �, 则称 { U i }为 E 的一个 �覆盖。

令 E � X, S � 0, 对任意的 � > 0, 定义 H
s

� (E ) =

in f{ �
�

i= 1
| U i |

s
: { U i } i� 1为E的 �覆盖 }。这里对所有的

�覆盖取下确界,当 �� 0时,有 H
s
(E ) = l im

�� 0
H

s

� (E ). 则

H
s
(E )称为 E的 s- 维 Hausdorff测度。定义

d imHE = sup{ s: H
s
(E ) > 0}

= sup{ s: H
s
(E ) = + � }

= in f{ s: H
s
(E ) < � }

= in f{ s: H
s
(E ) = 0}

为集合 E的 H ausdorff维数,并记为 d imH E。

记 G r(S ) = { (x, S (x ) ), x � ( 0, 1] }。

定理 2�1 d imHG r(S ) = 1。

证明 对任意的 n � 1, {J� � S (J� ), � � D � }为

Gr( S )的一个覆盖.由于 J� �S (J� )能被 n+ 1个边长为

�(J� )的正方形覆盖,对任意的 �> 0, H
1+�

(G r(S ) ) �

lim
n� �

in f( n + 1) ( 2)
1+ �
2
- n�

= 0。

因而 d imHG r(S ) � 1。

由于投影为 L ipsch itz映射, d imHGr( S ) � 1, 因此

d imHG r(S ) = 1。
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On the Error�sum Function of Engel Series

L IW ei, ZHOU Yu�yuan, SANG Bao�x iang, FANG H ai�quan
( College of Science, Hunan A griculturalU n ivers ity, Changsha 410128, Ch ina)

Abstrac :t In th is paper, the error�sum function of Engel series is defined, it is a k ind of function which is left con tinu�
ous at eachx � ( 0, 1] , bu t not right con tinuous at som e k ind of countab le po ints se,t the integral value and the graph d i�

m ension of the function are also computed, wh ich enriches the theory of error�sum function.

Key words: Engel series; error�sum function; in tegral value; Hausdorff dmi ension
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