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� � 摘 � 要:在总结分析已有构造缓冲算子方法基础上,根据缓冲算子的结构和性质,通过对缓冲算子

凸组合的研究,提出了构造缓冲算子的一种新方法 � �� 缓冲算子凸组合构造法。最后,给出了利用缓冲

算子凸组合构造法得到的几个线性和非线性缓冲算子实例。
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引 言

刘思峰教授在文献 [ 1]中提出的缓冲算子的概念和

公理系统,开启了利用缓冲算子研究波动数据的大门。

文献 [ 2- 12]在文献 [ 1]的基础上,构造了许多不同的强

化缓冲算子和弱化缓冲算子,并对其性质进行了深入的

研究.这些研究不仅揭示了一些缓冲算子之间的内在联

系,而且也提高了灰色预测模型的预测和模拟精度, 进

一步拓广了灰色预测模型的应用范围。但是,这些构造

方法本质上大致可归为两类,一类是凭经验构造的缓冲

算子,一类是对构造出的算子施行均值法 (算术平均或

加权平均或几何平均等 )而构造的缓冲算子。

本文在上述研究基础上,根据缓冲算子的结构和特

点,通过对缓冲算子凸组合的研究, 提出了一种利用已

有缓冲算子的凸组合构造新缓冲算子的一种更为普遍

的新方法,并称之为缓冲算子的凸组合构造方法。本文

不仅对该方法给出了严格数学上的定义和证明,并通过

构造实例验证了该方法的可行性及有效性。这些研究

对继续探讨缓冲算子的构造、性质以及应用具有一定理

论意义和应用价值。

1 缓冲算子的凸组合

定义 1 设 X = ( x ( 1), x( 2), �, x ( n ) ) 是系统行

为数据序列, D 1, D2是两个算子,则它们的和 D 1 + D2定

义为

X (D 1 + D 2 ) = XD1 + XD 2

任意非负实数 �与算子 D 1的数乘定义为 ( �X 1 )D 1 =

�(X 1D1 )。

定义 2 设 D 1, D2 是两个缓冲算子, 则它们的凸组

合定义为 �1D1 + �2D 2, 其中 �1, �2 � [ 0, 1], �1 + �2 =

1。

定理 1 缓冲算子 D 1, D 2 的凸组合 �1D1 + �2D 2

( �1, �2 � [ 0, 1 ], �1 + �2 = 1 )为缓冲算子。

证明 设 X = ( x ( 1), x( 2), �, x (n ) ) 是系统行为

数据序列。

显然, D 1, D 2的凸组合 �1D1 + �2D 2满足缓冲算子

三公理中的信息充分利用公理,解析化、规范化公理。

又

x ( n ) (�1d1 + �2d 2 ) = x ( n ) (�1d1 ) + x (n ) ( �2d 2 )

= �
1
(x ( n )d

1
) + �

2
(x ( n )d

2
)

= �1x ( n ) + �2x ( n ) = x ( n )

即缓冲算子的凸组合满足不动点公理。

所以定理得证。

定理 2 缓冲算子 D 1, D 2, �, Dm 的凸组合 �
m

i= 1

�iD i

( �i � [ 0, 1], i = 1, 2, �m, �
m

i= 1

�i = 1 )为缓冲算子。

证明 只需对 m作数学归纳法即可得证。



定理 3 强化缓冲算子 D 1, D2, �, Dm 的凸组合

�
m

i= 1

�iD i ( �i � [ 0, 1 ], i = 1, 2, �m, �
m

i= 1

�i = 1 )为强

化缓冲算子。

证明 设 X = (x ( 1 ), x ( 2), �, x ( n ) )是系统行为

数据序列。

当 X为单调增加序列时,有 x ( k) di � x ( k), k = 1,

2, �, n, 故

x (k )d = x ( k) �
m

i= 1

�id i = �
m

i= 1

x ( k) ( �id i )

= �
m

i= 1

�i (x ( k) di ) � �
m

i= 1

�ix ( k ) = x( k )

即 �
m

i= 1

�iD i是强化缓冲算子。

同理可证,当 X 为单调衰减或振荡序列时, �
m

i= 1

�iD i

也是强化缓冲算子。

定理 4 弱化缓冲算子 D 1, D2, �, Dm 的凸组合

�
m

i= 1

�iD i ( �i � [ 0, 1 ], i = 1, 2, �m, �
m

i= 1

�i = 1 )为弱

化缓冲算子。

证明 与定理 3类似,这里略去。

下面考虑具有线性性质的一类特殊的缓冲算子的

凸组合。

2 线性缓冲算子的凸组合

定义 3 设X i = (x i ( 1), x i ( 2), �, x i (n ) ) ( i = 1,

2 )是任意两个非负序列, D是一个算子, �是任意非负

实数,若满足

1) (X 1 + X 2 )D = X 1D + X 2D

2) ( �X 1 )D = �(X 1D )

则称 D是一个线性算子。

定义 4 设X i = (x i ( 1), x i ( 2), �, x i (n ) ) ( i = 1,

2 )是任意两个非负序列, D是一个缓冲算子, �是任意

非负实数,若满足

1) (X 1 + X 2 )D = X 1D + X 2D

2) ( �1X 1 )D = �1 (X 1D )

则称 D是一个线性缓冲算子。

定义 5 设X i = (x i ( 1), x i ( 2), �, x i (n ) ) ( i = 1,

2 )是任意两个非负序列, D 是一个缓冲算子, �1, �2是

任意非负实数,若满足

3) ( �1X 1 + �2X 2 )D = �1 (X 1D ) + �2 (X 2D )

称 D是一个线性缓冲算子。

容易证明,定义 1和定义 2是等价的

设 X i = ( x i ( 1), x i ( 2 ), �, x i ( n ) ) 是任意非负

序列, �i是任意非负实数, i = 1, 2, �m。对定义 2中

的条件 3 )作数学归纳法, 容易得到 ( �
m

i= 1

�iX i )D =

�i ( �
m

i= 1

X iD )。

定理 5 线性缓冲算子 D 1, D 2 的凸组合 �1D 1 +

�2D 2 ( �1, �2 � [ 0, 1], �1 + �2 = 1 )为线性缓冲算子。

证明 设 X i = (x i ( 1), x i ( 2), �, x i (n ) ) ( i = 1,

2 )是任意两个非负序列。由定理 1知, �1D 1 + �2D2是

缓冲算子,故只需再证其满足定义 4中的两个线性条件

即可。

( x1 ( k ) + x2 ( k) )d = ( x1 ( k ) + x2 (k ) ) (�1d1 + �2d 2 )

= ( x1 ( k ) + x2 ( k) )�1d1 + ( x1 ( k ) + x2 ( k) )�2d2
= �1 [ (x1 ( k) + x2 ( k ) ) d1 ] + �2 [ (x1 ( k ) + x2 ( k) )d 2 ]

= �1 [ x1 ( k) d1 + x2 ( k )d1 ] + �2 [ x1 ( k)d 2 + x2 ( k) d2 ]

= �1 (x1 (k)d1 ) + �1 (x2 (k)d1 ) + �2 (x1 (k)d2 ) + �2 (x2 (k)d2 )

= x1 (k) (�1d1 ) + x2 (k) (�1d1 ) + x1 (k )(�2d2 ) + x2 (k) (�2d2 )

= x1 ( k) (�1d1 + �2d 2 ) + x2 ( k) (�1d1 + �2d 2 )

= x1 ( k)d + x2 ( k) d

( �x1 ( k ) ) d = (�x1 ( k) ) (�1d1 + �2d 2 )

= (�x1 ( k) ) (�1d1 ) + (�x1 ( k) ) (�2d2 )

= �(x1 ( k) (�1d1 ) ) + �(x1 ( k) ( �2d 2 ) )

= �[ x1 ( k) (�1d1 + �2d2 ) ] = �(x1 ( k) d )

所以定理得证。

定理 6 线性缓冲算子 D 1, D 2, �, Dm 的凸组合

�
m

i= 1

�iD i ( �i � [ 0, 1] , i = 1, 2, �m, �
m

i= 1

�i = 1 )为线

性缓冲算子。

证明 只需对 m作数学归纳法即可得证。

定理 7 线性强化缓冲算子 D1, D2, �, Dm的凸组合

�
m

i= 1

�
i
D

i
( �

i
� [ 0, 1] , i = 1, 2, �m, �

m

i= 1

�
i
= 1 )为线

性强化缓冲算子。

证明 由于 D = �
m

i= 1

�iD i为线性缓冲算子,故只需再

证其是强化缓冲算子即可。

当 X 是单调增加序列时,则

x ( k )d = x ( k ) (�
1
d
1
+ �

2
d
2

+ � + �
m
d

m
)

= �1 [ x ( k) d1 ] + �2 [ x (k )d 2 ] + � + �m [ x ( k)dm ]

� �1x ( k) + �2x( k ) + � + �m x ( k) = x ( k)

故 D是强化缓冲算子。

同理可证,当 X 为单调衰减或振荡序列时, �
m

i= 1

�iD i

也是线性强化缓冲算子。

定理 8 线性弱化缓冲算子 D1, D2, �, Dm的凸组合

�
m

i= 1

�iD i ( �i � [ 0, 1] , i = 1, 2, �m, �
m

i= 1

�i = 1 )为线
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性弱化缓冲算子。

定理 证明类似定理 7,这里略去。

3 凸组合方法实例

3�1 线性缓冲算子实例

例 1 设 X = ( x ( 1), x( 2), �, x ( n ) ) 是系统行为

数据序列, D 1, D2是两个线性强化缓冲算子,其中

x ( 1) d1 = �x ( 1), �� [ 0, 1 ]

x ( k)d 1 = x ( k - 1), k = 2, 3, �, n - 1

x ( n )d1 = x ( n)

x ( 1) d2 = �x ( 1), �� [ 0, 1 ]

x ( k)d 2 = x ( k), k = 2, 3, �, n - 1

则 D = �1D 1 + �2D 2 ( �1, �2 � [ 0, 1] , �1 + �2 = 1 )是

一个线性强化缓冲算子。

证明 由定理 7直接得证。

特别地, 当 �1 = �2 =
1

2
时,得到 D =

1

2
(D 1 +

D 2 ), 其中

x ( 1) d = �x ( 1 ), �� [ 0, 1]

x ( k)d =
x ( k - 1) + x ( k)

2
, k = 2, 3, �, n - 1

x ( n )d = x (n )

则 D =
1

2
(D 1 + D 2 )就是文献 [ 1]中定理 6的一个缓冲

算子。

例 2 设 X = ( x ( 1), x( 2), �, x ( n ) ) 是系统行为

数据序列, D 3, D4是两个线性强化缓冲算子,其中

x ( k)d 3 =
�
k- 1

i= 1

x ( i) + kx ( k )

2k - 1
, k = 1, 2, �, n - 1

x ( n )d3 = x ( n)

x ( 1) d4 = �x ( 1), �� [ 0, 1]

x ( k)d 4 =
x ( k - 1) + x ( k )

2
, k = 2, 3, �, n - 1

x ( n )d
4

= x ( n)

则 D = �1D 3+ �2D4 ( �1, �2 � [ 0, 1] , �1 + �2 = 1)

是一个线性强化缓冲算子。

证明 由定理 7直接得证。

显然,当 �1 = 0, �2 = 1时,就是文献 [ 1 ]定理 6中

的缓冲算子。当 �1 = 1, �2 = 0时,就是文献 [ 1 ]定理 5

中的缓冲算子。

3�2 非线性缓冲算子实例

例 3 设 X = ( x ( 1), x( 2), �, x ( n ) ) 是系统行为

数据序列, D 5, D6是两个强化缓冲算子,其中

x (k )d 5 =
x
2
( k )

x ( n )

x (k )d 6 =
( n - k + 1) x

2
( k )

�
n

i= k

x ( i)

则 D = �1D 5 + �2D 6 ( �1, �2 � [ 0, 1], �1 + �2 = 1 )是

一个强化缓冲算子。

证明 由定理 3直接得证。

显然,当 �1 = 0, �2 = 1时,就是文献 [ 4]定理 2中

的缓冲算子。当 �1 = 1, �2 = 0时,就是文献 [ 5]定理 4

中的缓冲算子。

4 结 论

通过对缓冲算子凸组合的研究, 提出了一种区别于

缓冲算子传统构造方法的缓冲算子的构造新方法 � ��
缓冲算子凸组合构造法,并通过实例验证了该方法的可

行性,该方法对于继续研究缓冲算子的构造、性质以及

应用具有一定理论意义和应用价值。
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Existence andMultip licity o fSymmetric Positive Solu tions for

Three�poin tBoundary Value P rob lems

CHEN Chun�x iang
1
, XU Si�w ei

2

( 1. College of Sciences, Ch inaUnivers ity ofM in ing& Technology, Xuzhou 221116, Ch ina;

2. School of In formation Science& T echno logy, L iaon ing University, Shenyang 110036, Ch ina)

Abstrac :t In order to study non linear two�order th ree�poin t boundary value prob lem, th is paper investigates the exist�

ence and mult ip licity resu lts of symm etric positive solutions by using the fixed poin t theorem and them onotone iterative tech�

n ique. N ot on ly was the existence of 2n ( n is a natural num ber) symmetric pos itive solutions for the prob lems ob tained, bu t also

iterative schemes for approx mi ating the solu tionswas estab lished.

Key words: symm etric pos itive solu tion; monotone iterative techn ique; multip licity
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S tudy on Convex Comb inationMethod ofConstructing L inear BufferOperator

LIU W ei�feng, HE X ia, XU H ong �w ei, ZHANG You�lin
(D epartmen t ofM athem atics and Physics, Zhengzhou Institute ofA eronaut ical Industry

M anagemen ,t Zhengzhou 450015, Ch ina)

Abstrac :t Based on summ arizing and analyzing the ex isting methods of constructing bu tter operator, accord ing to the

structu re and nature of bu ffer operator, th is paper stud ied the convex combination of bu tter operators and proposed a new

m ethod of constructing bu tter operator� convex combinat ion method of constructing buffer operator. A t las,t some linear and

non linear butter operators examples are given by convex combinationm ethod of constructing buffer operator.

Key words: G rey system; bu ffer operator; convex combination; linear buffer operator; non linear bu ffer operator
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