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基于 GM ( 1, 1) - M arkov模型的我国人口
城市化水平预测
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(安阳工学院数理学院, 河南 安阳 455000)

� � 摘 � 要:结合灰色 GM ( 1, 1)模型和马尔可夫链理论的优点,建立耦合的 GM ( 1, 1 ) -M arkov预测模

型。实例预测 2009年 � 2015年我国人口城市化水平,其结果证明 GM ( 1, 1) - M arkov模型预测精度较

高,具有较强的科学性和实用性。
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引 言

改革开放以来, 我国城市化得到了健康有序地发

展,如何确保我国城市化的可持续发展, 制定正确的城

市发展方针政策显得极为重要。对城市化发展趋势的

准确把握无疑会对城市发展方针政策的制定提供重要

的理论依据。

针对灰色模型在长期预测时,数据序列拟合较差,

预测精度偏低;而马尔可夫链适用于长期、数据序列随

机波动大的模型。本文依据我国城市化发展特征, 建立

了 GM ( 1, 1 ) - M arkov预测模型,分析我国人口城市化

水平的发展趋势。所建模型通过了精度检验,具有较高

的预测精度,其预测结果基本上反映了我国人口城市化

水平发展的实际情况。

1 模型建立

1�1 灰色 GM ( 1, 1)模型

设灰色信息原始数据的时间序列为
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为了使原始数据的时间序列内部规律性强化,随机波动

性减弱,可对 ( 1 )进行一次累加 (AGO )处理
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这是一个灰色一阶微分方程, 记为 GM ( 1, 1 )。式中:

�, u为由已知序列确定的常数,可按最小二乘法求解。

设 â为参数向量, B为灰色序列矩阵, â = [ au ]
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利用最小二乘法,通过 m atlab拟合求解参数

�, u。即 â = (B
T
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该模型的时间响应函数为:
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经过一次累减即可得到原数列的预测值:
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1�2 M arkov链模型



设 {X n, n � 0}是一个随机变量序列, X n � E。如

果对于任意的 n � 1 ,任意非负整数 i0, i1, i2, �, in- 1, i, j

� E ,恒有 P (X n+ 1 = j | X 0 = i0, �, X n- 1 = in- 1, X n = i)

= P (X n+ 1 = j | X n = i) ,则称 {X n, n� 0 }为 Markov链。

若 P i j表示从状态 i转移到状态 j的概率,则转移概

率矩阵可表示为,

P =
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P ij � 0且 �
j� E
P ij = 1。

1�3 GM ( 1, 1) - Markov模型

下面给出 GM ( 1, 1 ) - Markov模型的具体建模步

骤。

( 1 )建立 GM ( 1, 1)模型并求解,得到 x̂
( 0)
( k + 1)的

预测序列,该序列给出了原始序列的变化趋势。
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( 2 )状态划分和状态转移矩阵的计算。将 x̂
( 0)
(k +

1)划分为 n个状态, 任一状态可表示为, �i = [ ��1i,

��2i ] ; ��i � �i, i = 1, 2, 3, �n。

��1i = Y( k) + A i

��2i = Y ( k) + B i

式中,灰元 ��1i , ��2i随时间 k变化而变化,状态划分的

数目 n以及 A i , B i可根据预测数据 x̂
( 0)
( k + 1)来确定

状态转移概率:
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M j

, ( i = 1, 2, �, n )

状态转移概率矩阵:
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式中, M ij (m ) �� � 由状态 �i经过 m步转移到状态 �j的

原始数据样本数;

M i � � � 处于状态 �i的原始数据样本数;

P ij (m ) � � � 由状态 �i经过 m步转移到状态 �j的概率。

为了保证一步转移的确定性,每一行的转移概率 P ij

都要确保有唯一的最大值。

( 3 )计算预测值。由 P (m )可知系统未来时刻最有

可能的转移状态,且认为预测值 �( k + 1)的取值最有可

能为灰区间的中点处,即
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2 我国城市化水平的趋势分析与预测

本文选取我国 1997- 2008年间的人口城市化水平

原始数据进行分析。其原始数据序列如表 1所示。

表 1 1997- 2008年全国人口城市化水平变动状况表

年份 城市化水平 (% ) 年份 城市化水平 (% )

1997 31�91 2003 40�53

1998 33�35 2004 41�76

1999 34�78 2005 42�99

2000 36�22 2006 43�90

2001 37�66 2007 44�94

2002 39�09 2008 45�68

� � 采用 GM ( 1, 1 ) - Markov模型进行预测, 并与 GM

( 1, 1 )模型进行对比。

( 1)根据 GM ( 1, 1)得到数列的预测模型:
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根据灰色预测模型精度检验等级参照表, 上述建立的飞

行事故灰色新陈代谢 GM ( 1, 1)模型预测精度为一级,模

型能很好地反映我国城市化水平的总体变化趋势,可以

用于城市化水平预测。

( 2)状态划分:根据 1997- 2008年我国人口城市化

水平的实际值和拟合值的百分比, 将城市化水平状态划

分为表 2。

表 2 城市化水平状态划分
编号 状态 实际值 /预测值

�1 微上升年度 80% - 90%

�2 一般上升年度 90% - 100%

�3 显著上升年度 100% - 115%

�4 大幅上升年度 115% - 135%

� � 由表 2可得到城市化水平一步状态转移概率矩阵

如下:
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根据以上状态转移概率矩阵可以预测城市化水平。由

表 1知 1998年我国人口城市化水平处于 �3 的状态,则

根据状态转移概率确定方法,考察状态转移矩阵 P 的第

3行,有 maxP 3j = P 33 ( j = 1, 2, 3, 4 ) ,经过 1年转移,
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1999年人口城市化水平最有可能处于 �3的状态,根据

( 3)、( 5 )和 ( 8 )式,得 1999年人口城市化水平最有可能

是:

�( 1 ) = 1

2
( 1+ 1�1) � 32�86 = 34�50

( 3 )给出预测值。

我们得到了 1998- 2008年的预测值,与 GM ( 1, 1)

模型的预测值比较 (见表 3 ):

表 3 GM ( 1, 1) - Markov模型与 GM( 1, 1)

模型检验性预测结果比较

年份 实际值

GM ( 1, 1)模型 GM ( 1, 1 ) - Markov模型

预测值
相对误差
(% )

预测值
相对误差
(% )

1998 33�35 31�36 - 5�97 33�05 - 0�90
1999 34�78 32�79 - 5�72 34�50 - 0�81
2000 36�22 35�46 - 2�10 36�68 1�27
2001 37�66 38�69 2�76 37�42 - 0�64
2002 39�09 38�92 4�34 39�60 1�30
2003 40�53 41�66 2�79 40�21 - 0�79
2004 41�76 42�69 2�23 41�96 0�48
2005 42�99 43�66 1�56 42�35 1�49
2006 43�90 44�90 2�28 43�93 0�07
2007 44�94 46�52 3�52 44�98 0�09
2008 45�68 48�69 6�59 45�73 0�11

� � 由表 3可知 GM ( 1, 1) -M arkov模型预测值与实际

值拟合较好,较传统 GM ( 1, 1)模型预测精度要高。因此

给出了 2009- 2015年我国人口城市化水平的预测值

(见图 1)。

图 1 2009- 2015年我国人口城市化水平预测

3 结 论

( 1) 实验证明 GM ( 1, 1) - M arkov预测模型去掉已

失去参考价值的历史老信息, 补充新信息, 克服了随机

波动性数据的影响,提高了灰色预测的应用水平,较以

往文献的预测精度要高。

( 2) 根据预测,至 2014年我国人口城市化水平为

50�03%, 达到发达国家 1950年城市化的平均水平,我

国开始步入城市化的快速发展阶段。为确保我国城市

化的可持续发展, 急需制定正确的城市发展方针,本文

的预测数据为我国城市发展方针、政策的制定提供了重

要的理论依据。
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Forcast o f the Leve l o fChina�s Urbanization Based onGM ( 1, 1) �MarkovMode l

SH I L iu�jie, LI Yan�jun, ZANG Yu�ting, DAIX iao�m ing, ZHANG Wu�na
( Co llege ofM athematics and Phys ics, Anyang Institu te ofTechnology, A nyang 455000, Ch ina)

Abstrac :t By combin ing the advan tages of both G ray pred iction andM arkov pred iction chain theory, a new G rayM arkov

m etabolism GM ( 1, 1)model is proposed. The forecasting resu lt of the level ofCh ina�s urban ization from 2009 to 2015 by th is

m ethod shows that th ism ethod is practical and scien tific.
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