
第 23卷第 6期

2010年 12月

四川理工学院学报 (自然科学版 )

Journal o f S ichuan Un iversity o f Sc ience& Eng inee ring( Na tural Science Ed ition)

Vo l�23� No�6
Dec�2010

收稿日期: 2010�10�13

基金项目:国家自然科学基金资助项目 ( 70571087)

作者简介:顾秀松 ( 1980�) ,女,江苏南京人,讲师,硕士,主要从事图论方面的研究。

文章编号: 1673�1549( 2010) 06�0639�04

变换图 G
* xy
的独立数

顾秀松, 徐丹丹

(解放军理工大学理学院, 南京 211101)

� � 摘 � 要:变换图的概念由全图推广而来。文章在中图的补图 M (G )的定义启发下,定义了四类变换

图,其中一个恰是M (G ), 并探讨了这些变换图的独立数。研究了变换图 G
* - +
的独立数与原图最大度

的关系,以及 G
* + +
与 G

* + -
的独立数与原图边独立数的关系。
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引 言

本文所讨论的图均为简单图。设 G = ( V ( G ) , E

(G ) )是图, V (G ) = n, 记 G的独立数为 �(G ),

IG ( v )为 G中与点 v相关联的边的集合, ��(G )为 G的

最大匹配的边数。其他未说明的术语及概念见文献

[ 1]。变换图的概念是由全图推广而来。近年来, 不少

学者陆续对包括全图在内的 8类变换图的性质进行了

研究,如连通性, 直径,同构问题等等
[ 2�7]
。图 G的中图

M ( G )以及中图的补图 M (G )也是被广泛研究的变换

图
[8�10]
。中图M (G )以 V (G ) � E (G )为其顶点集,两个

顶点 �和 �在M (G )中相邻当且仅当 �和 �中至少有一

个属于 E (G ),并且它们在 G中相邻或相关联。M (G )以

V (G ) � E (G ) 为顶点集, 对任意的 �, � � V(G ) �

E (G ), �和 �在M (G )中邻接的条件如下: ( i )�, �� V

(G )。( ii)�, �� E (G ), 且它们在图 G中不相邻。( iii) �

� V(G ), �� E (G ), �和 �在图 G中不关联。

受M (G )定义的启发,可以定义下类变换图。

定义 设 G = ( V (G ), E (G ) )是简单图, x, y �{ +,

- }。变换图 G
* xy
以 V (G ) � E (G )为其顶点集,对任意

的 �, �� V(G ) � E (G ), �和 �在图 G
* xy
中邻接的条件

如下:

( i) �, � � V (G )。

( ii) �, �� E (G ), x = + 时当且仅当 �和 �在图 G

中相邻; x = -时当且仅当 �和 �在图 G中不相邻。

( iii) �� V(G ), �� E (G ), y = +时当且仅当 �和

�在图 G中关联; y = -时当且仅当 �和 �在图 G中不关

联。

由上述定义, 得到 4种变换图。其中 G
* - -
就是

M (G )。例如, G � K 3, 它的四类变换图如图 1。

1 G
* xy
的独立数

文献 [ 8 ]证明了变换图 G
* - -
的独立数与原图最大

度的关系。本文则求出了其它 3种图的独立数。

定理 1
[ 8]
对任意图 G, �(G* - -

) = �(G ) + 1。

定理 2 ( 1 )对任意图 G, �(G ) � �(G
* - +

) �

�(G ) + 2。

( 2 ) �(G* - +
) = �(G ) + 2当且仅当 K 3是 G的真子

图且 � (G ) = 2。

( 3) �(G* - +
) = �(G )当且仅当 � (G ) = n- 1且 G

不同构于 K 3、K 4、K 4 - e及 G 0, 其中 G 0如图 2所示。

证明 ( 1)任取点 v � V ( G ) , IG ( v )是 G
* - +
的独

立集。因为 IG ( v ) = d (v ), 所以 �(G* - +
) � �(G )。

现设 S是 G
* - +
的独立集。由 G

* - +
的定义知 S至多含有

V ( G )中的一个点。

情况 1 S � V (G ) = {v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

e
m

}。于是边 e
1
, e

2
, �, e

m
在 G中两两相邻。

情况 1�1 G [ e
1
, e

2
, �, e

m
]是星图 K

1, m
, 则 S =



m + 1 � �(G ) + 1。

情况 1�2 G [ e1, e2, �, em ] 是 K 3, 则 m = 3,

S = 4, �(G ) � 2, 因此 S � �(G ) + 2。

情况 2 S � E( G )。 S中的所有边在 G中两两相

邻,于是, G [ S]或者是星图或者是 K 3。无论哪种情况都

有 S � �(G ) + 1。

综上, �(G ) � �(G* - +
) � �(G ) + 2。

( 2 )先证必要性。设 S是 G
* - +
的最大独立集。

情况 1 S � E ( G ) , 由条件设 S = { e1, e2, �,

e�(G )+ 2 }。同样可知边 e1, e2, �, e�(G )+ 2在 G中两两相邻。

若 G[ e1, e2, �, e�( G)+ 2 ]是星图 K 1, �( G)+ 2, 则与 G的最大

度是 � ( G )矛盾。若 G [ e1, e2, �, e�(G) + 2 ]是 K 3, 则 �

(G ) = 1,矛盾。

情况 2 S � V (G ) = { v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

e�(G )+ 1 }。于是,边 e1, e2, �, e�(G) + 1在 G中两两相邻且点

v不是 ei ( 1 � i � �(G ) + 1)的端点。

若 G [ e1, e2, �, e�(G) + 1 ]是星图 K 1, �(G )+ 1, 则与 G的

最大度是 � ( G )矛盾。因此, G [ e1, e2, �, e�( G)+ 1 ]是

K 3, � ( G ) = 2。

再证充分性。由于 K 3是 G的真子图,取 K 3的 3条

边 e1, e2, e3及 K 3外一点 u。于是, S= { u, e1, e2, e3 }是

G
* - +
的独立集,因此, �(G

* - +
) � 4。

假设 �S是 G
* - +
的最大独立集且 �S � 5。因为 �S至

多含有 V (G )中的一个点,所以 �S中至少含有 E ( G )中

的 4条边 a1, a2, a3, a4。这 4条边在 G中两两相邻, 因此

G [ a1, a2, a3, a4 ] 为 K 1, 4, 与 � ( G ) = 2 矛盾。故

�(G* - +
) = 4 = �(G ) + 2。

( 3)先证必要性。假设 � ( G ) = r � n - 2, 则

�(G* - + ) = r。

设点 v是 G的最大度点。由于 IG ( v )是 G
* - +
的独

立集,且 IG ( v) = dG ( v) = r,故 IG ( v )是 G
* - +
的最大

独立集。

另一方面, V (G [ IG ( v ) ] ) = r+ 1 � n - 1, 故 G

中在 G [ IG ( v ) ]外至少还存在一点 u。由定义, { u } �

IG ( v )是 G
* - +
的独立集,与 IG ( v )是 G

* - +
的最大独立集

矛盾。因此 � (G ) = n- 1。

若 G同构于 K 3, 则 �(G
* - +

) = 3,而 � ( G ) = 2,与

�(G* - +
) = �(G )矛盾。

若 G同构于 K 4、K 4 - e及 G 0, 则 �(G
* - +

) = 4,而

� (G ) = 3,矛盾。

再证充分性。由 ( 1)知, �(G* - +
) � �(G ) = n- 1。

假设 �(G* - +
) > �(G ), 取 G

* - +
的一个 n阶独立集 S, S

至多含有 V ( G )中的一个点。

情况 1 S � V (G ) = {v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

en- 1 }。于是边 e1, e2, �, en- 1 在 G中两两相邻,且 v不是

ei ( 1 � i � n - 1)的端点。若 G [ e1, e2, �, en- 1 ]是星图

K 1, n- 1, 则 V (G ) � n + 1, 矛盾。若 G [ e1, e2, �,

en- 1 ]是K 3, 则 n= 4, � (G ) = 3。于是, G同构于 K 4、

K 4 - e或 G 0, 与条件矛盾。

情况 2 S � E( G ) ,设 S= { e1, e2, �, en }。S中的

所有边在 G 中两两相邻, 若 G [ S ] 是星图 K 1, n, 则

V (G ) � n + 1,矛盾。若 G [ S]是 K 3, 则 n= 3, G �

K 3, 与条件矛盾。

综上所述, �(G
* - +

) = �(G )。

定理 3 ( 1)对任意图 G, �(G* + -
) = ��(G ) 或

��(G ) + 1。

( 2 ) �(G
* + -

) = ��(G ) + 1当且仅当 G同构于 K 1, r

+ mK 1, K 3 + mK 1 (m � 0)或 G为空图。

证明 ( 1)设 M 是 G的最大匹配。由定义知 M是

G
* + -
的独立集。故 �(G* + -

) � ��(G )。现设 S是 G
* + -

的独立集。由 G
* + -
的定义知 S至多含有 V (G )中的一

个点。
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情况 1 S � V (G ) = { v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

em }。于是 e1, e2, �, em 是 G的一个匹配。因此, S =

m + 1 � ��(G ) + 1。

情况 2 S � E ( G ) , 则 S是 G的一个匹配, 故

S � ��(G )。

因此, �(G
* + -

) = ��(G )或 ��(G ) + 1。

( 2 )先证必要性。设 S是 G
* + -
的最大独立集, 则

S = ��(G ) + 1。

情况 1 S � V (G ) = { v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

e��(G) }。于是 e1, e2, �, e��(G) 是 G的一个匹配。且 v和

ei ( 1 � i � ��(G ) )在 G中相关联。因此,或者 ��(G ) =

1, G同构于 K 1, r + mK 1 或 K 3 + mK 1 (m � 0)。或者

��(G ) = 0, G为空图。

情况 2 S � E ( G ) , 则 S是 G的一个匹配, 故

S � ��(G ), 与 S = ��(G ) + 1矛盾。

再证充分性。若 G为空图,结论显然成立。

若 G同构于 K 1, r + mK 1或 K 3 + mK 1, 则 ��(G ) = 1。

在 G中任取一条边 e= uv,则 S= { u, e }是 G
* + -
的独立

集,因此, �(G* + -
) � 2。

假设 �S是 G
* + -
的最大独立集且 �S � 3。因为 �S至

多含有 V ( G )中的一个点,所以 �S至少含有 E(G )中的 2

条边 e1, e2。于是, { e1, e2 }是 G的一个匹配,与 ��(G ) =

1矛盾。故 �(G* + -
) = 2 = ��(G ) + 1。

定理 4 ( 1 )对任意图 G, �(G* + +
) = ��(G ) 或

��(G ) + 1。

( 2 ) �(G* + +
) = ��(G )当且仅当 G有完美匹配。

证明 ( 1 )设 M是 G的最大匹配。由定义知 M 是

G
* + +
的独立集。故 �(G* + +

) � ��(G )。现设 S是 G
* + +

的独立集。由 G
* + +
的定义知 S至多含有 V ( G )中的一

个点。

情况 1 S � V (G ) = { v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

em }。于是 e1, e2, �, em 是 G的一个匹配。因此, S =

m + 1 � ��(G ) + 1。

情况 2 S � E ( G ) , 则 S是 G的一个匹配, 故

S � ��(G )。

因此, �(G
* + +

) = ��(G )或 ��(G ) + 1。

( 2 )先证必要性。设 M 是 G的最大匹配。假设 M

不是完美匹配,则 G中存在点 v是 M非饱和点。于是,

{ v} � M是 G
* + +
的最大独立集, �(G* + +

) = ��(G ) +

1, 与 �(G* + +
) = ��(G )矛盾。故 M是 G的完美匹配。

再证充分性。假设 �(G* + +
) � ��(G ), 则由 ( 1) ,

�(G* + +
) = ��(G ) + 1。设 S是 G

* + +
的最大独立集。

情况 1 S � V (G ) = { v }, 设 S = { v, e1, e2, �,

e��(G ) }。于是 �M = { e1, e2, �, e��(G ) }是 G的最大匹配,且

v是 �M 非饱和点。由于 G有完美匹配,故 �M 也是完美匹

配,与 v是 �M 非饱和点矛盾。

情况 2 S � E ( G ), 则 S是 G 的一个匹配, 故

S � ��(G ), 与 S = ��(G ) + 1矛盾。

因此, �(G* + +
) = ��(G )。

2 待研究的问题

本文仅仅讨论了变换图 G
* xy
的独立数。类似的,我

们可以定义其它一些图。设 G = ( V (G ), E (G ) )是简

单图, x, y � { +, - }。变换图 G
�xy
以 V ( G ) � E( G )为

其顶点集,对任意的 �, �� V (G ) � E (G ), �和 �在图

G
� xy
中邻接的条件如下:

( i) �, �� E (G ), x = +时当且仅当 �和 �在图G中

相邻; x = -时当且仅当 �和 �在图 G中不相邻。

( ii) �� V (G ), �� E (G ), y = +时当且仅当 �和 �在

图 G中关联; y = -时当且仅当 �和 �在图 G中不关联。

于是, 我们也可以得到四类变换图。其中, G
�+ +
就是

中图 M (G ), G
* - -
是它的补图。同样, G

* + -
, G

* - +
, G

* + +

分别是 G
�- +

, G
�+ -

, G
�- -
的补图。对于变换图的性质, 还

可考虑图的连通度, 边连通度, 色数, 哈密尔顿性等。
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Independence Number of T ransformation GraphsG
* xy

GU X iu�song, XU Dan�dan

( Institute of Science, PLA University of Sc ience and Technology, N an jing 211101, Ch ina)

Abstrac :t T ransform at ion graphs come from the total graph. In th is paper, we introduce four k inds of transformation

graphs, one ofwh ich is the complem ent ofm idd le graphM ( G ) and investigate the independence number of these transform a�

tion graphs. W e study that the independence number ofG
* - +

is associatedw ith maxmi um degree ofG, and the independence

number ofG
* + +

andG
* + -

are associated w ith edge independence number ofG.

Key words: transformation graphs; independent se;t independence number
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Program ofMotor Vehic le InspectionMaintenance

WANG Guang�q ing

( School of Science, S ichuan Un iversity of Science& Eng ineering, Z igong 643000, Ch ina)

Abstrac :t This paper creates a stochastic op tmi ization m odel ofmotor veh icle inspection maintenance, wh ich w illm in i�

m izes the m alfunct ions ofmotor veh icle and the cost ofm ain tenance. The num ber of Inspection is regarded to be the con tinu�

ous function of tmi e t in th ism ode,l op tmi ization prob lem w ill be boiled down to functional extremum then be resolved at las.t

Key words: inspection cycle; optmi ization mode;l continuous function; an ticipan;t functional extremum
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