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关于奇素数方幂中的孤立数

管训贵

(泰州师范高等专科学校数理系, 江苏 泰州 225300)

� � 摘 � 要:设 n是正整数,用 � ( n)表示 n的所有正因数的和。对于给定的正整数 a,如果不存在正整

数 b适合 � ( a) = � ( b) = a + b,则称 a是孤立数。文章运用初等数论的方法证明了 p
r
都是孤立数。这

里 p为奇素数,满足 p > 2r
1+�
, 0 < �� 1, �是任意实数, r是正整数,满足 r >

1 + �
�

1
�

。
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1 引言及主要结论

对于正整数 a, 设 � ( a)是 n的所有正因数的和,如

果两个正整数 a与 b满足:

� ( a) = � ( b) = a + b ( 1 )

则称 ( a, b )是一对亲和数。相反,对于给定的正整数 a,

如果不存在任何正整数 b适合式 ( 1) ,则称 a是孤立数。

由于当一对亲和数 ( a, b )适合 a = b时, a即为著名的

完全数,所以亲和数与孤立数一直是数论中的一个引人

关注的课题。

2000年, Luca
[ 1]
证明了:所有的 Ferm at数都是孤立

数。

2005年,乐茂华证明了: 2的方幂都是孤立数。

2006年,乐茂华证明了:任何奇素数的 2r次幂都是

孤立数。

2007年,李伟勋证明了:所有的M ersenne数都是孤

立数。

2008年,乐茂华证明了: 任何奇素数的奇素数次幂

都是孤立数;同年,李伟勋证明了:若奇素数 p � 2r
2
, 则

p
r
是孤立数。

本文运用初等数论的方法证明了以下一般性的结

果:

定理 1 设 p是奇素数, r是正整数, �是实数,若

0 < � � 1, r > [ �( 1 + �) ]
1

�

, p > 2r
1+ �

则 p
r
都是孤立数。

2 关键性引理

引理 1 设正整数 a的标准分解式为 a = p
r1

1p
r2

2�p
rk

k,

则 � ( a) = a�
k

i= 1

1 +
1

p i
+ � +

1

p
ri

i

。

引理 2 设 a > 2, 则 � ( a) < 2a lna。

引理 3 设 r是正整数, �是实数,且 0 < �� 1,若 x

> 2r
1+�
,则当 r >

1+ �
�

1
�

时,有 x > 2lnx
r
。

证明 令 f (x ) = x - 2lnx
r
,则 f�(x ) = 1-

2r

x
.当 x >

2r时, f (x )是增函数。

( 1)如果 �= 1,那么 r > 2.这时,而 f ( 2r
2
) = 2r ( r-

ln2 - 2lnr ) > 0,故当 x � 2r
2
时, 有 f ( x ) > 0, 即 x >

2 lnx
r
。

( 2 )如果 0< �< 1,那么 r >
1 + �
�

1
�

,这时 2r
1+�
>

2r, 而

f ( 2r
1+�
) = 2r

1+�
- 2ln ( 2r

1+�
)
r
=

2r( r
�
- ln2 - ( 1 + �) lnr) > 0

事实上,令 g( r ) = r
�
- ln2- ( 1+ �) lnr, 由



g�( r ) = �
r
1-�
-
1+ �
r

=
�r� - ( 1 + �)

r
> 0

及 r > 1知

g ( r) > g( 1) = 1 - ln2 > 0

引理 3得证。

3 定理证明

令 a = pr,这里 p是奇素数, r是正整数,且满足

p > 2r
1+�
, r >

1 + �
�

1
�

, 0 < �� 1

则由引理 3知

p > 2lnp
r

( 2 )

假定 a不是一个孤立数,我们能找到适当的正整数 b满

足式 ( 1 )。根据引理 1,我们有

� ( a) = � (p r ) = 1 + p + � + p
r- 1
+ p

r
( 3 )

因此,由 ( 1 )式、( 3)式可得

b = 1+ p + � + p r- 1 ( 4 )

及

� ( b) = � ( a) = p b + 1 ( 5)

考虑 ( 4 )式中, b =
p
r
- 1

p - 1
<

p
r

p - 1
� p

r
。由引理 2得

� ( b) < 2b lnb < 2b lnp
r

( 6 )

结合 ( 5 )式、( 6)式,可得

p < 2lnp
r

( 7)

( 2 )式与 ( 7)式矛盾,说明 a是一个孤立数。定理得证。

显然 �= 1时,得到文献 [ 6 ]中的结论, 因此定理 1

是文献 [ 6 ]的推广。
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On the Anti- sociab le Numbers in Powers ofOdd Prmi es

GUAN Xun�gui
(M athematics& Physics of Ta izhou Normal College, T aizhou 225300, China)

Abstrac:t Letn be a pos itive integer, the sum of all the positive d iv isors o fn is defined by � (n ) . Suppose thata is a

pos itive integer, then a is called an anti�soc iable number if only there is not the pos itive integer b: � ( a) = � ( b ) = a + b.

By using som e elem entary number theorymethods in this paper, the fact thatw ithp > 2r
1+ �
, 0 < �� 1, ifp is an odd prmi e,

� is a real num ber, and r is a posit ive integer w ith r >
1 + �
�

1

�

, is proved.

Key words: am icable pair; anti�sociable num ber; odd prmi e; pos itive integer; pow er

538 四川理工学院学报 (自然科学版 ) � � � � � � � � � � � � 2010年 10月


