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分数布朗运动下认股权证的保险精算定价
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� � 摘 � 要:文章在标的资产价格遵循由分数布朗运动驱动的随机微分方程的条件下,利用保险精算

方法,得到了认股权证的定价公式。
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� � 近年来,随着世界各国期权交易所的出现,作为金

融数学的主要分支之一的期权定价理论得到了迅速发

展。而且,国际金融市场涌现出了大量由标准期权变

化、组合和派生而来的新品种,即新型期权。因此对这

些新型期权进行定价尤为重要.

期权定价问题是金融数学中的核心问题之一。文

献 [ 1 ]假定股票价格服从几何 Brown运动,用无套利复

制的方法证明了著名的 Black- Scholes公式。这一开创

性的工作被誉为现代金融理论的又一次 �革命  。实际

研究发现,几何 Brown运动并不是刻画股票价格过程的

理想工具。文献 [ 2]通过实测数据分析,发现几何 Brown

运动与市场实际有一定差距, 通过实证分析发现, 有些

股票的价格波动具有自相似性,长期相依性等特征。而

分数 Brown运动具有自相似性, 长期相依性, 使得它能

够很好地刻画股票波动规律。文献 [ 3 ]首次提出期权定

价的保险精算方法,其基本思想是: 无风险资产 (确定

的 )按无风险利率折现,风险资产 (随机的 )按期望收益

率折现。将期权定价转化成一个保险问题,利用公平保

费原则,在无任何市场假设条件下 , 证明了当股票价

格服从几何 B rown运动时, 保险精算定价与无套利定

价是一致的 , 依此证明了著名的 B lack- Scholes公

式。本文利用保险精算定价方法, 给出股票价格服从

参数为 H [ 0 < H < 1 ] 的几何分数 Brow n运动的认股

权证定价公式。

1 预备知识

设 0 < H < 1, H urst参数为 H 的分数布朗运动是

一 个 连 续 Gauss ian 过 程 {BH ( t ), t ! 0 } 满 足

E (BH ( t)BH ( s) ) =
1

2
{ t

2H + s
2H - t- s

2H }, BH ( 0)

= 0, E (BH ( t) ) = 0。特别地,当H =
1

2
时, BH ( t)即为

标准的布朗运动 B ( t)。

假定分数型 B lack- Scho les市场有两种资产, 一种

无风险资产 (债券 )价格满足方程

dM ( t) = rM ( t)d t ( 1)

r为无风险利率; 另一种是有风险的标的资产。其价格

满足方程

dS ( t) = �S( t) dt+ �S( t) dBH ( t) ( 2)

其中, �为期望收益率, �为波动率, {BH ( t), t ! 0}为

定义在完备概率空间 (  , F, P )上的分数布朗运动, F

是由 � {BH ( s), 0 ∀ s ∀ t}生成的 � -代数流。

引理 1
[ 4]
随机微分方程 ( 2)的解为:

S t = S exp{�t -
1

2
�2

t
2H

+ �BH ( t ) }, 0 ∀ t ∀ T ( 3)

且 E ( St ) = S exp{ �t +
�2VH t

2H

2
-

1

2
�2

t
2H

}。

2 认股权证的保险精算定价

认股权证是指持有人可以在特定的时间内,按预定



的价格购买一定数量的公司发行的股票。认股权证属

于一种期权,通常是购买权。因此对认股权证的估价可

以采用期权定价理论来进行分析。

假设公司资本结构中仅有权益资本,即是股票价值

和认股权证价值的总和。用 V t表示公司原资产价值,用

n表示已发行或拟发行股票的数量, 则公司每股价值为

S t =
V t

n
, 用 K表示认股权证的执行价。

若公司又发行了 q股认股权证,且假设 1个认股权

证可购买 1个股票, 则在认股权证被执行时, 每股价值

为

S t =
V t + qK

n + q
=

S t +
q

n
K

1+
q

n

所以仅当
St +

q

n
K

1 +
q

n

> K时,持证人才会执行认股权。注

意, 认股权证的标的资产不是公司的股票, 而是公司的

每股价值。

定义 1
[ 5]
标的资产公司每股价值过程 S t =

V t

n
在

[ 0, T ] 产生的期望收益率 !( t)定义为 e#
T

0
!( s)d s

=
ES(T )

S
。

定义 2
[ 6]
认股权证在现在时刻的价值如下: 当认

股权证被执行时,公司每股价值的折现值与预定执行价

格的折现值之差,在公司每股价值实际分布的概率测度

下的数学期望。其中,公司每股价值按期望收益率 !( t)

折现;执行价格按无风险利率 r折现。即
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- #
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定理 1 假设公司情况如前所述, 且公司每股价值

过程 { St: t ! 0 }满足微分方程 ( 2) ,则认股权证的保险

精算价格
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证明 由引理 1,可知 BH ( t) ~ N ( 0, t
2H

)。所以
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1
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其中

z1 =
y - �T
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, z2 =

y
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T
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所以,再根据 ( 4 )式,可得
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公式 ( 5 )得证。

注 1 当 H =
1

2
时,就有文献 [ 6]的结果
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注 2 当 H =
1

2
, � = r时,就有文献 [ 7 ]中的结果

W =
1

1 +
q

n

C

其中, C为相应的没有发行认股权证的公司的欧式看涨

期权的价格。且进一步分析,当投资者们对原生资产的

期望回报率 �看法一致,认为是无风险利率 r时,认股权

证的定价不依赖于每个人的偏好以及对未来风险资产

的期望值,此时的定价是一个风险中性价格。
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Actuaria l Pricing forW arrents in F ractiona lB rownianMotion Environment

MA H ui�x in, XUE H ong, YANG Shan

( School of Science, X i�an Po lytechnicUn ivers ity, X i�an 710048, Ch ina)

Abstrac:t Under the hypothes is that underlying asset price obeys stochastic differential equat ion driven by fractional

Brownian motion, by means of actuarial approach, the pricing formula for w arrents is presented.

Key words: fractional Brownian movem ent; actuarial pricing; w arrents
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