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有限域上插值多项式的两种构造方法
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� � 摘 � 要:在实数域上构造插值多项式,由于计算机精度的限制和存在舍入误差与截断误差,会使

构造的插值多项式产生很大的误差。因此文章将问题限制在有限域上, 给出了有限域上存在唯一的

插值多项式的定理,且对定理进行了严格的证明。同时将 Lagrange插值法与 New ton插值法推广到有

限域上,形成有限域上构造插值多项式的两种方法,最后通过算例验证了此方法的正确性。
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引 言

用多项式算子来逼近函数是数值逼近中十分有效

的工具
[ 1�3]
。多项式插值用多项式对一组给定数据进行

插值的过程,换句话说就是,对于一组给定的数据 (如来

自于采样的数据 ) ,寻找一个恰好通过这些数据点的多

项式,即解决以下问题:已知自变量 x0 < x1 < � < xn和

它们的对应变量的值 y0, y1, �, yn, 求一个唯一的次数

不超过 n的多项式 f ( x ), 使得 f (x i ) = y i, i = 0, 1, �n .

在文献 [ 4 ]中有详细的定理和证明。

Lagrange插值多项式与 New ton插值多项式在数值

逼近中更占有重要的地位,虽然 New ton和 Lagrange插值

多项式在表达的形式上是不同的,两者其实是相同的同

一个多项式, 而且, Lagrange插值多项式可以直接从

New ton插值多项式得到
[ 5]
,但是两者并非对于任意的连

续函数都一致收敛
[ 6]
。对此, Bernstein

[ 7]
提出了一类改

进方法,文献 [ 8- 9 ]给出了一些有意义的研究成果。

以上理论均建立在实数域基础上的,在实数域上构

造插值多项式在理论上是可行的, 但是在实际操作中,

由于计算机的精度限制和舍入误差与截断误差,往往造

成构造的插值多项式误差太大。

为了使构造的插值多项式在任何情况下都收敛,且

避免由计算机自身的问题所造成多项式的误差,本文将

论域限制在有限域上,从而可以构造出在任何计算环境

下都没有误差的插值多项式,并且结合 Lagrange插值多

项式与 New ton插值多项式给出了在有限域上构造插值

多项式的两种方法。

1 有限域上存在唯一插值多项式的定理及证

明

� � 定理 1 给定 (x1, y1 ), (x2, y2 )� (xn, yn ), x i  F p,

y i  Fp, 1 ! i ! n, 且 x i ∀ xj, 1 ! i < j ! n, 则在有限

域 Z p上通过 (x1, y1 )、(x2, y2 )� (xn, yn )的插值多项式

f (x ) = an- 1x
n- 1

+ an- 2x
n- 2

+ � + a1x + a0是存在且唯一

的。

证明 将 n+ 1个点 (x i, y i ), i= 0, 1, �, n代入多项

式,可得线性方程组

a0 + a1x0 + � + anx
n

0 = y0modp

a0 + a1x1 + � + anx
n

1 = y1modp

� � � � � �

a0 + a1xn + � + anx
n
n = ynmodp

及证明 a0, a1, �, an存在且唯一并且 ai  Z /p, i = 0, 1,

�, n即可。

其系数行列式 d =

1 x0 � x
n

0

1 x1 � x
n

1

�

1 xn � x
n

n

是范德蒙行列



式且 x i ∀ xj , i ∀ j, 则 d ∀ 0。由克莱姆法则知系数 a0,

a1, �, an存在且唯一, ai =
di

d
modp, 其中

d i =

1 x0 � y0 x
n

0

1 x1 � y1 x
n

1

�

1 xn � yn x
n

n

� � � 第 i列

只需证 ai  Z /p, i = 0, 1, �, n即可。

由于是在有限域 Z /p内的计算,设 Z /p的生成元为

g, 则  x i  Z /p, x i ∀ 0, !m i  Z /p, 使得 x i = g
m i

, 又

因为 d ∀ 0, 则 dmodp可以表示成生成元的某个次方,即

! s  Z /p使得 dm odp = g
s
。而

1

d
= g

- s
= (g

s
)
- 1
,即 g

s

得逆元,因此 ai =
d i

d
m odp = [ (d imodp )# (g

s
)
- 1
]m odp  

Z /p, 即定理 1得证。

2 有限域上的 Lagrange插值多项式

在实数域上构造 Lagrange插值多项式已经是非常

容易的事情了,文献 [ 10]提出了 lagrange插值多项式的

一种快速算法,但是由于计算机精度的限制,所构造的

插值多项式存在一定的误差,很多时候都不能通过检

验。为此我们将 Lagrange插值多项式的构造推广到有

限域上,构造一个有限域 Z p上的次数不超过 n- 1的 La�

grange插值多项式 f (x ),

f (x ) = ∃
n- 1

k= 1

yk %
n- 1

i= 1 i∀ k

( x - x i )

(xk - x i )
m odp

即

f (x ) = an- 1x
n- 1

+ an- 2x
n- 2

+ � + a1x + a0

其中, ai  Fp ( i = 0, 1, 2, �, n - 1 ), 且 f (x i ) = y i, ( i =

1, 2, �, n )。

3 有限域上的 New ton插值多项式

拉格朗日插值的优点是插值多项式特别容易建立,

缺点是增加节点时原有多项式不能利用, 必须重新建

立, 即所有基函数都要重新计算,这就造成计算量的浪

费。而 New ton插值多项式是代数插值的另一种表现形

式,当增加节点时它具有所谓的 &承袭性 ∋, 即在增加节

点时已构造的插值多项式可以继续使用,只需加上一项

新的多项式即可。文献 [ 11]也给出了一些 New ton插值

多项式的快速算法。

在 Z p上构造次数不超过 n - 1的 New ton插值多项

式 f ( x ),

f (x ) = f (x0 ) + f [ x0, x1 ] (x - x0 ) +

f [ x0, x1, x2 ] ( x - x0 ) ( x - x1 ) + � +

f [ x0, x1, �, xn- 1 ] (x - x0 ) (x - x1 )� (x - xn- 2 ) +

f [ x0, x1, �, xn ] (x - x0 ) (x - x1 )� (x - xn- 1 )m odp

其中,

f [ x0, x1, �, xn ] =

∃
n

i= 0

f ( x i )

( x i - x0 )� (x i - x i- 1 ) (x i - x i+ 1 ) � ( x i - xn )
m odp

4 算 例

如在 Z /7中,过点 ( 1, 2), ( 2, 6), ( 4, 5), 按照上述

方法求得 a0 = 2, a1 = 5, a2 = 2, 即插值多项式为 f (x ) =

2 + 5x + 2x
2
。

在 Z /7中,过点 ( 1, 5), ( 2, 3), ( 3, 1), ( 4, 6 ), ( 5, 2 ),

按照上述方法求得 a0 = 5, a1 = 1, a2 = 0, a3 = 2, a4 = 4,

即插值多项式为 f ( x ) = 5+ 1x + 2x
3
+ 4x

4
。

在 Z /17中, 过点 ( 1, 2 ), ( 2, 5), ( 3, 6), ( 4, 11 )按

照上述方法求得 a0 = 8, a 1 = 0, a2 = 10, a3 = 1, 即插值

多项式为 f ( x ) = 8+ 10x
2
+ 1# x

3
。

5 结束语

本文首先说明了插值多项式并非对任意的连续函

数都收敛,并且指出由于计算机精度的限制以及舍入误

差与截断误差会使在实数域上构造的插值多项式出现

很大的误差。为了避免误差的产生,本文将问题限制在

有限域上,并且给出了有限域上存在唯一的插值多项式

的一个定理,且对此定理进行了严格的证明, 同时将 La�

grange插值法与 Newton插值法推广到有限域上来构造

有限域上的插值多项式,给出了有限域上构造插值多项

式的两种方法。最后通过算例验证了定理的正确性。

此结论得到的插值多项式克服了在实数域上由于计算

机的精度和舍入误差与截断误差所产生的误差,此插值

多项式是一个精确的多项式,在任何计算环境下都不会

有任何的误差,在密码学领域有着很好的用途。
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Tow ConstructionMethods of Interpo la tion Polynom ia l in F in ite F ie ld
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( 1. School o f Science, Sichuan Un ivers ity of Science& Engineering, Z igong 643000, Ch ina;

2. School ofM athem at ics and Computational Science, Guilin University o fE lectronic Techno logy, Guilin 541004, China)

Abstract: Interpolation polynom ials established in realnumber fieldm ay bring large error because of the accuracy lmi ita�

t ions, round ing error and truncat ion error of com puters. P roblem s of interpo lation polynom ials is considered in fin ite field in

this paper, a theorem about the ex istence and uniqueness of interpo lation po lynom ia l in finite field is proposed, and then the

theorem is proved strictly. Then tow construction methods to gain the interpolation polynom ials in finite field is also proposed

by extending Lagrange interpolation andN ew ton interpolation to the finite field. A t last, som e examples are g iven to verify the

correctness of the tow m ethods.

Key words: Lagrange interpolation polynom ia;l New ton interpo lat ion polynom ia;l fin ite field; existence; uniqueness
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On the D iophantine Equationx
3 ∗ 1 = Dy

2

LIANG Yong, HAN Yun�na
(Department o fM athem atics, NorthwestUniversity, X i�an 710127, China)

Abstrac:t Using the properties of congruence, Legendre symbol and som e other methods in number theory, the so lutions

of D iophant ine equationx
3 ∗ 1 = Dy

2
are investigated, whereD is square�free pos itive integer, D = D1p, D 1, cannot be d iv id�

ed by the prmi e number 3 or6k + 1, andp is an odd prmi e, p = 3( 12r + 7) ( 12r + 8) + 1, r is a posit ive integer. W e prove

that ifD 1 + 7(m od12 ), the equationx
3
+ 1 = Dy

2
has no posit ive integer so lution, and ifD 1 + 5, 8(m od12 ), thex

3
- 1 =

Dy
2
has no posit ive integer solut ion.

Key words: D iophantine equat ion; congruence; pos itize integer solution; Legendre symbo l
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