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M eta- sided exchange环及其扩张
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� � 摘 � 要:讨论了 m eta- sided exchange环的性质。证明了如果 R是 Abelian m eta- s ided exchange

环,则对 R的任意素理想 P, 都有 R /P是局部环;如果 R是 Abelian环, (S, � )是严格序幺半群且对

任意 s � S, 都有 0 � s, 则广义幂级数环 [ [R
S, �
] ] 是 meta- sided exchange环当且仅当 R是 m eta- s i�

ded exchange环。
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1 预备知识

文中除特别声明外, 总假定 R是有单位元的结合

环。记号 U(R )、J (R )、Id (R )和 C R 分别表示环 R

的单位群、R的 Jacoboson根、由 R的幂等元构成的集合

和由 R的中心元构成的集合。

定义 1
[ 1]
称 R是 exchange环, 如果对每个右 R -

模 AR及其任意两个分解 AR = M R⊕N R = ⊕ i� IA i, 都存

在子模 A �i � A i, 使得 AR = M R⊕ (⊕ i� IA �i ), 其中M R �

RR, I < � 。

文献 [ 1]中给出了等价刻画: R是 exchange环当且

仅当对任意 x � R, 存在 e
2
= e � R, 使得 e � Rx, 1- e �

R ( 1- x )。并且说明这也是左右对称的。

定义 2
[ 2]
称 R是 m eta- sided exchange环,如果对

任意 x � R, 存在 e
2
= e � R, 使得 e � Rx, 1- e � ( 1-

x )R。m eta- sided exchange环并没有上述的对称结构。

从定义 1和定义 2可以看出, m eta- s ided exchange

环是 exchange环的推广。

定义 3
[ 3]
称环 R的元素 r是 clean元, 如果 r = e+

u, 其中 e � Id(R ), u � U(R )。称 R是 clean环, 如果 R

的每个元素都是 clean元。

定义 4
[ 3]
称 R是 Abelian环, 如果 R的幂等元是中

心元。

引理 1
[ 3]

clean环是 exchange环。

引理 2
[ 2]
设 R是 Abelian环, 则以下等价:

( 1 ) R是 exchange环;

( 2 ) R是 m eta- sided exchange环。

引理 3[ 4] 以下等价:

( 1 ) R是局部环;

( 2 ) J (R ) = { x � R | x不可逆 };

( 3 )如果 x � R, 则 x可逆或 1 - x可逆。

2 主要结果

命题 1 如果 R是 Abelian m eta- s ided exchange环,

则 C (R )是 meta- s ided exchange环。

证明 由文献 [ 5]的命题 2. 3的证明过程及 R是 A�

belian环可以看出, x - ( 1- e)和 1- e都是 R的中心,所

以 C (R )是 clean环,由引理 1和引理 2知 C (R )是 meta

- s ided exchange环。

然而,在一般情况下命题 1反过来不正确, 见例 1。

例 1 设 D是除环, S = �
�

i= 1
Di, 其中对所有 i, D i =

D, 如下定义:



�: S � S, �(a1, a2, a3, � ) = ( a1, a1, a2, � )则 �是

单射而不是满射。设 R = S [x; �] 是斜多项式环, 则

C (R ) = { ( a, a, a, � ) | a � C (D ) } � C (D )。由文献

[ 6 ]例 2. 9知 C (R )是 exchange环, 从而是 meta- s ided

exchange环, 而 0是 Rx中唯一的幂等元, 但 1 � ( 1 -

x )R。因此 R不是 meta- s ided exchange环。

定理 1 设 R是 Abelian m eta- s ided exchange环,则

对 R的任意素理想 P, 都有 R /P是局部环。

证明 任取 x + P � R /P, 由 R是 m eta- s ided ex�

change环知存在幂等元 e � R, 使得 e � Rx, 1- e � ( 1-

x )R。因为 P是 R的素理想,所以 R /P是素环。又因 ( e

+ P ) ( 1 - e+ P ) = 0
_

, 则 e+ P = 0
_

或 e + P = 1
_

。如果

e + P = 0
_

, 则存在 r � R, 使得 1
_

= ( 1- x + P ) ( r +

P )。即 1 - x + P在 R /P中右可逆。如果 e+ P = 1
_

,

则可得 x + P右可逆。这样 x + P或 1 - x + P在 R /P

中右可逆。

假设 x + P在 R /P中不可逆。如果 x + P在 R /P中

非左可逆,则对任意 r � R, rx + P在 R /P中非左可逆。

这样 1- rx + P在 R /P中左可逆,因此 rx + P左拟正则。

这就证明了 x + P � J (R /P )。如果 x + P在 R /P中非右

可逆,则对任意 s� R, xs+ P在 R /P中非右可逆。这样 1

- xs + P在 R /P中右可逆, rx + P右拟正则。因此 x + P

� J (R /P )。故

J (R /P ) = { x + P � R /P | x + P在 R /P中不可逆 }

由引理 3知 R /P是局部环。

推论 1 设 R是 reduced m eta- s ided exchange环,则

对 R的任意素理想 P, 都有 R /P是局部环。

证明 每个幂等元 e � R, 对任意 x � R都有 ex ( 1-

e)是幂零元,因 R是 reduced, ex ( 1 - e) = 0, 则 ex =

ex e。同理 xe = ex e, 这样 ex = x e。即 e是中心幂等元。由

定理 1知 R /P是局部环。

例 2 非零m eta- sided exchange环 R上的多项式环

R x 不是 m eta- s ided exchange环。

证明 设 R 是 m eta - sided exchange环。对 x �

R [x ], R [ x ] 有唯一的幂等元 0, 如果 R [x ] 是 m eta- si�

ded exchange环, 则 1 � ( 1- x )R [x ] , 即 1- x在 R [ x ]

中是右可逆的,这是不可能的。

下面讨论 m eta- s ided exchange环 R上的广义幂级

数环 [ [R
S, �

] ]的 m eta- sided exchange性质。定义见文

献 [ 3 ]。

设 ( S, � )是偏序集。称 (S, � )是 Art in的, 如果

S中元素的任意严格降链是有限的。称 ( S, � )是 Nar�

row的,如果 S中的任意由两两不可比较的元素构成的

子集是有限的。设 S 是交换幺半群。除特别声明外, S

的运算记为加法,幺元记为 0。

设 ( S, � )是严格偏序幺半群 (即 (S, � )是偏序

幺半群且对任意 s, s�, t � S若 s < s�, 则 s+ t < s�+ t。)

设 R是环。记

A = [ [R
S, �
] ] = {f: S� R | f是映射,且 supp (f ) =

{ s � S | f ( s) � 0}是 A rtin的且是 Narrow的 }

按照分量加法, A可构成一个 Abelian加群, 对任意

s � S和任意 f, g � A, 记

X s (f, g ) = { ( u, v ) � S � S | s = u + v, f (u ) � 0,

g ( v ) � 0}

由文献 [ 3 ]知, X ( f, g )是有限的。因此可定义乘

法运算: ( fg) ( s) = �
( u, v) � X s(f, g)

f ( u)g ( v )。

按照上述加法和乘法运算, A可构成一个环, 称为

广义幂级数环。A中的元素称为系数在 R中指数在 S中

的广义幂级数。关于广义幂级数环的例子和一些结果

可见文献 [ 3 ]。

设 r � R, 如下定义映射:

cr � A: cr ( 0 ) = r, cr ( s) = 0, � 0 � s � S

引理 4 设 R是环, (S, � )是严格序幺半群且对任

意 s � S, 都有 0 � s, 则 [ [R
S, �
] ] 是 clean环当且仅当

R是 clean环。

定理 2 设 R是 Abelian环, (S, � )是严格序幺半

群且对任意 s � S, 都有 0 � s, 则 [ [R
S, �

] ] 是 m eta-

s ide exchang环当且仅当 R是 m eta- sided exchange环。

证明 充分性: 设 R是 Abe lian的 m eta- sided ex�

change环, 由定理 1知 R 是 clean 环, 再由引理 4知

[ [R
S, �

] ] 是 clean环,从而 [ [R
S, �

] ]是 m eta- sided ex�

change环。

必要性: 设 [ [ R ] ]是 m eta- s ided exchange环,令

W = {f � [ [R
S, �

] ] | f ( 0 ) = 0 }。对 � f � W和 �g �

[ [R
S, �

] ], 有

(fg ) ( 0 ) = �
( u, v) � X s(f, g)

f ( 0 )g ( 0 ) = f ( 0)g ( 0 ) = 0

这样 fg � W, 同理 gf � W, 易知W是 [ [ R
S, �

] ]的理想。

如下定义映射:

�: R � [ [R
S, �

] ] /W, �( a) = ca + W, � a � R

显然 �是环同态。对任意 f � [ [R
S, �

] ], 有
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f + W = cf( 0) + W = �( f ( 0) )

所以 �是满的环同态。显然 �是单同态,这样存在同构

R � [ [R
S, �

] ] /W。由引理 1知, R是 m eta- sided ex�

change环。

推论 2 设 R是 Abelian环, (S, � )是严格序幺半

群且对任意 s � S, 都有 0 � s, 则 [ [R
S, �
] ] 是 exchang

环当且仅当 R是 exchange环。

3 结束语

exchange环包含许多重要的环类,对它的研究源远

流长, m eta- s ided exchange环是 exchange环的真推广,

m eta- s ided exchange环并没有和 exchange环一样的对

称结构,这样它就包括了更多的环类。本文研究了 meta

- sided exchange环的性质。在 Abelian条件证明了 meta

- s ided exchange环的中心是m eta- sided exchange环;并

且给出了反例说明该命题的逆命题不成立;证明了 Abe�

lian m eta- s ided exchange环模它的素理想是局部环。给

出了非 meta- s ided exchange环的例子。最后讨论了广

义幂级数环的 m eta- sided exchange性质。
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Meta�sided Exchange Rings and Their Extensions

GUO L i�qin, HE J ian�w ei, SHAO H ai�qin
( School ofMathemat ics and Statistics, T ianshuiNorm alUn ivers ity, T ianshu i741001, China)

Abstract: Some propert ies ofm eta�s ided exchange rings are discussed in this paper. It is shown that ifR be ameta�s ided

exchange ring w ith all idempotents centra,l . R /P is local ring for any prmi e idealP ofR. And it also proved that letR be an A�

belian ring and ( S, � ) a strictly orderedm onoid sat is fying the condition that0 � s for every s � S, then generalized pow er se�

ries ring [ [R
S, �

] ] ism eta�s ided exchange ring only ifR ism eta�sided exchange ring.
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